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第1章 おまけ

1.1 テブナンの定理の例題 1.13　別解（「p.70 例題 1.13」の末尾
に追加）

p.70 例題 1.13 を解くときに、以下のようにテブナンの定理を適用する方法もある。

72V 36V

a

b

4� 6�

12�

I3

V1

A
I2I1

V2

(a) テブナンの定理の適用方法

a

b

4�

6�

12�

(b) 抵抗の求め方

54V 36V

a

b

9�

I2

(c) テブナンの等価回路で置換

図 1.1 テブナンの定理の例題 2　別解

図 1.1(a) に示す回路中の電圧電流を求めるために、図中点線で囲んだ部分をテブナンの

等価回路で置き換える。
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V1 は分圧の式より、

V1 = 72V× 12Ω

4Ω + 12Ω
= 54V (1.1)

である。6Ω の抵抗に電流は流れないから、V2 = V1 である。

端子 a− b から左側を見たときの合成抵抗は、図 1.1 (b) のように考えて、

4Ω//12Ω + 6Ω =
4Ω× 12Ω

4Ω + 12Ω
+ 6Ω = 3Ω + 6Ω = 9Ω (1.2)

である。従って、図 1.1 (a) の点線で囲んだ部分は同図 (c) の点線で囲んだ部分に置換で

きる。

I2 = (54V − 36V)÷ 9Ω = 2A (1.3)

である。この I2 を図 1.1 (a) の I2 として適用すると、以下のように芋づる式に V1, I3, I1

が求まる。

V1 = 36V + 6Ω× 2A = 48V (1.4)

I3 = 48V ÷ 12Ω = 4A (1.5)

I1 = (72V − 48V)÷ 4Ω = 6A (1.6)

図 1.1 (a) 中の節点 A において、I1 = I2 + I3 である。上で求めた値を代入すると、

6A = 2A + 4A (1.7)

であり、矛盾はない。回路の解が求まっている。

ここで示したテブナンの定理の適用法は、他の教科書では見られないパターンであると

思われる。2022/6/3 の授業時に学生からの質問により、このような適用法が存在すること

を発見した。テブナンの定理を適用する問題の場合、テブナンの等価回路に接続するのは

抵抗である。電圧源を接続するという発想は今までなかったと思われる。電圧源を接続す

ることに違和感を感じるかも知れないが、問題なく適用できる。

1.2 テブナンの定理の例題 3個目（「1.20 テブナンの定理」の末尾

に追加）

例題 1.1

図 1.2(a)中の電流 I を求めなさい。
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I

12Ω

17Ω

4Ω

48Ω

64V

16Ω

(a) 解きたい回路

64V

a

b

12Ω

17Ω

4Ω

48Ω 16Ω

(b) テブナンの定理の適用方法

Va

V

Vb

64V

a

b

12Ω4Ω

48Ω 16Ω

(c) 少し変形

a

b

12Ω4Ω

48Ω 16Ω

(d) 抵抗の計算法

32V

15Ω

I

17Ω

a

b

(e) テブナンの等価回路

図 1.2 テブナンの定理の例題 3
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[解答 ]

テブナンの等価回路を適用するため、図 1.2(b) のように考える。図 1.2(b) の端子 a, b を

外側に描き、電圧源を中央に描くと、図 1.2(c) になる。

電圧 V は以下のように求める。まず、電圧源の−端子を基準にとって Va と Vb を求め

る。分圧の式より

Va = 64V× 12Ω

4Ω + 12Ω
= 48V

Vb = 64V× 16Ω

48Ω + 16Ω
= 16V

である。次に、矢印の向きに注意して Vb + V = Va なので、移項して

V = Va − Vb = 48V − 16V = 32V

である。

端子 a−b間の合成抵抗は、電圧源を短絡すると、図1.2(d)のように考えることができる。

4Ω // 12Ω ⇒ 4× 12

4 + 12
Ω = 3Ω

16Ω // 48Ω ⇒ 16 × 48

16 + 48
Ω = 12Ω

より、3Ω + 12Ω = 15Ω である。従って、テブナンの等価回路は図 1.2(e) のようになる。

電流 I は

I =
32V

15Ω + 17Ω
= 1A

と求まる。

1.3 電気回路を解くときのテクニック（「1.20 ブリッジ回路 p.65
（第 1刷は「1.21 ブリッジ回路 p.72」）」の「回路を解くときの
テクニック」を独立した節として分離）

本節では電気回路を解くときのテクニックを学ぶ。

同じ電位 1の場所は接続してもよい



1.3　電気回路を解くときのテクニック（「1.20 ブリッジ回路 p.65（第1刷は「1.21 ブリッジ回路 p.72」）」の「回路を解くと

a

b

f

g

c

d

e

A BR

R

R

R

R

R

R

R

R

R R

R

(a) 解きたい回路

A B

(b) 同電位点を接続

A B

(c) 少し変形

図 1.3 同電位点の接続

図 1.3(a)の合成抵抗を求める。回路が対称なので、a と b は同じ電位であり、c, d, e も

同電位、f , g も同電位である。同電位の点は接続してもよい。ゆえに同図 (b)のようにな

る。これは同図 (c)と等しいので、合成抵抗 Rall は

Rall =
1

2
R+

1

4
R+

1

4
R+

1

2
R =

3

2
R (1.8)

となる。

電流が流れていない場所は切断してもよい

図 1.4(a)の回路の合成抵抗を求める。ブリッジが平衡しているので Rx に電流は流れな

いので、× 印の場所で切断してよい。Rx は無視できるので、同図 (b)のようになる。

1電位についてはアースの節 (書籍中 p.57) で説明した。「電圧」と「電位」は、ほぼ同義語であるが、ここ
では「電位」という用語がピッタリである。
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A B

R

3R 9R

Rx

3R

(a) 解きたい回路

A B

R

3R 9R

3R

(b) 等価な回路

図 1.4 ブリッジの切断

上側の合成抵抗が 4R, 下側の合成抵抗が 12R で、その並列なので合成抵抗 Rall は

Rall =
4R · 12R
4R+ 12R

= 3R

となる。

I1 I1

I2 I2

(a) 回路

I1 I1

I2 I2

(b) 少し変形

I1 I1

I2 I2

(c) 切断

図 1.5 変形して切断

A B

R

R

R

RR
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R
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R R

RI I

I1
2
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2

I1
2

I1
2

I1
4

I1
4 I1

4
I1

4

I1
4

I1
4

I1
4

I1
4

(a) 解きたい回路

A B

R

R

R

RR

R

R

R

R

R R

R

(b) 切断

図 1.6 その適用例

図 1.5(a)は同図 (b)のように変形できる。×印で切断すると同図 (c)のように変形できる。
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図 1.6(a)について考える。これは先程解いた図 1.3(a)と同じ回路である。対称なので電

流は図中に示すように分岐する。中央の点線で囲んだ部分に対して図 1.5で示したテクニッ

クを適用すると、図 1.6(b)のようになる。

上半分の合成抵抗は

R+
2R · 2R
2R + 2R

+R = 3R

である。全体の抵抗はその半分であるから
3

2
R となり、(1.8) (p.9) の結果と一致した。

1.4 Δ−Y変換（「1.24 電力」の手前に配置）

R1

R2 R3

1

2 3

(a) Y形回路

R12

R23

R13

1

2 3

(b) Δ形回路

図 1.7 Δ−Y変換

(a) (b)

図 1.7(a)と (b)を等価にすることができる。その条件を求める。1−2間の抵抗が図 1.7(a)

と (b)で等しいと置くと、

R1 +R2 =
R12(R23 +R13)

R12 +R23 +R13
(1.9)

が得られる。2−3間と 1−3間も同様に式をたてると、

R2 +R3 =
R23(R12 +R13)

Δ
(1.10)

R1 +R3 =
R13(R12 +R23)

Δ
(1.11)

が得られる。ただし

Δ = R12 +R23 +R13 (1.12)

である。
(1.9) + (1.10) + (1.11)

2
を考えると、

R1 +R2 +R3 =
R12R23 +R12R13 +R13R23

Δ
(1.13)
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が得られる。(1.13) − (1.10) を計算すると次式が得られる。

R1 =
R12R13

Δ
(1.14)

同様に (1.13) − (1.11), (1.13) − (1.9) を計算すると、

R2 =
R23R12

Δ
(1.15)

R3 =
R13R23

Δ
(1.16)

が得られ、Δ→ Y 変換の式が導出された。

次に Y → Δ の式を導出する。(1.16), (1.14), (1.15) を Δ = 　　 の形に変形し、等し

いとおくと、以下の式が得られる。

(1.12) (1.16) (1.14) (1.15)

Δ = R12 +R23 +R13 =
R13R23

R3
=

R12R13

R1
=

R12R23

R2

(a) (b) (c)

まず R12 を求める。R23 と R13 を消去するために、「R12 と R23 が含まれる式」と「R12

と R13 が含まれる式」を取り出す。

(a) = (b)より　 �
��R13 R23

R3
=

R12 �
��R13

R1
⇒ R1R23 = R3R12 ⇒ R23 =

R3

R1
R12

(1.17)

(a) = (c)より　
R13 �

��R23

R3
=

R12 �
��R23

R2
⇒ R2R13 = R3R12 ⇒ R13 =

R3

R2
R12

(1.18)
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R12 が含まれる (1.14)を変形する。

R1 =
R12R13

Δ
(1.14)と同じ

Δ = R12
1

R1
R13

R12 +R23 +R13 = R12
1

R1
R13

(1.17)(1.18) を利用して R23, R13 を置換 (1.18)を利用して R13 を置換

R12

(
1 +

R3

R1
+

R3

R2

)
= R12

1

R1

R3

R2
R12 (1.19)

�
��R12

R1R2 +R2R3 +R1R3

����
R1R2

= R12 �
��R12

R3

����
R1R2

R12 =
R1R2 +R2R3 +R1R3

R3
(1.20)

ここでは (1.14)を変形したが、(1.15)を用いても (1.19)以降は同一の式となる。

添字 1, 2, 3 は対等なので、(1.20)に対して添字を 1→ 2, 2→ 3, 3→ 1 と巡回的に置換

することで、

R13 =
R1R2 +R2R3 +R1R3

R2
(1.21)

R23 =
R1R2 +R2R3 +R1R3

R1
(1.22)

が得られる。

Δ−Y 変換を用いて回路を解きやすい形に変形する例を示す。
図 1.8(a)の V1 を求めたい。キルヒホッフの法則を用いてループ電流を 3個設定して連

立一次方程式を解くのは厄介である。点線で囲まれた範囲に対して Δ→Y変換を適用し、

同図 (b)のように変形すると抵抗の直列接続と並列接続、分圧の式を用いるだけで解ける。

別の解き方もある。図 1.8(c)の点線で囲まれた範囲に対して Y→ Δ 変換を適用し、同

図 (d)のように変形しても、抵抗の直列接続と並列接続、分圧の式を用いるだけで解ける。

Δ−Y変換の用途としては、本書では扱わないが三相交流回路の解析で用いることがある。
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R13 R23

R12

E RL
V1R4

1 23

(a) 解きたい回路

R1

R3

R2

E RL
V1

R4

1 2

3

(b) Δ→Y変換を適用

R1 R2

R4

E RL
V1R3

1 2

3

(a) 解きたい回路

R12

R4

E RL
V1R13 R23

1 2

3 3

(b) Y→ Δ変換を適用

図 1.8 Δ−Y変換の使用例

Y−
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2.1 ベクトル図の応用例（「2.12 ベクトル図の応用例の末尾に追加」）

RC直列回路

Cω
I

R2

a

b

R1

V3

V1 V2

VR

VC

図 2.1 RC直列回路

|V1|, |V2|, 
|V3| C
R2

図 2.1の回路について考える。電源の角周波数 ω と R1 の値は既知であり、端子 a − b

より右側が未知である。

|V1|, |V2|, |V3|が測定できたとき1、R2 と C の値を求める問題を考える。

以下の性質に基づいてベクトル図を書くと、図 2.2のようになる。

• V1 = V2 + V3（ベクトルの和）

• I, VR, V3 は同じ方向

• VC + VR = V2（ベクトルの和）かつ I は VC より 90◦ 進んでいる

1電圧計で測定できる量は実効値であり、実数である。実効値については書籍中の第 3 章で説明する。振
幅 =実効値×√

2 の関係がある。この場合、測定値が振幅であっても実効値であっても結果は同じである。
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VC

VR

V1

V3

I

V2

Im

Re
θ

φ

0

b

a

φ

φ

図 2.2 RC直列回路のベクトル図

θ は余弦定理を使って以下のように求まる 2。

θ = cos−1 |V1|2 + |V2|2 − |V3|2
2|V1||V2| (2.1)

図中の a, b, φ は以下のように求まる。

a = |V1| cos θ − |V2| (2.2)

b = |V1| sin θ (2.3)

φ = tan−1 b

a
(2.4)

|I|, |VR|, |VC | が以下のように求まる。

|I| =
|V3|
R1

(2.5)

|VR| = |V2| cos φ
|VC | = |V2| sin φ

最後に、R2, C が以下のように求まる。

R2 =
|VR|
|I|

C =
|I|

ω|VC |

2.1.1 2つの周波数を回路に入れ、素子の値を求める

RL直列回路

2オシロスコープを使って V1 と V2 の波形を測定する場合、測定した波形から V1 と V2 の位相差 θ を求め
ることができる。この場合 V3 を測定する必要はない。V3 は a, b を求めた後、V3 =

√
a2 + b2 で得られる。
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ω1

ω2

VL

V VRR

L

I

図 2.3 RL直列回路

V  I
L R
2

図 2.3において、測定した V と I の値から L と R の値を求める問題を考える。ただ

し、電源の角周波数は ω1, ω2 の 2 通りに設定できることを仮定する。

角周波数を ω1 に設定したときの測定値を V1, I1 とし、ω2 に設定したときの測定値を

V2, I2 とする。電圧計や電流計で得られる測定値は振幅（複素電圧・複素電流の絶対値）で

あることを仮定する 3。ゆえに V1, V2, I1, I2 は実数である。

VL = ωLI

VR = RI

V

I

図 2.4 RL直列回路のベクトル図

VR, VL, V , I の関係は既に書籍中の図 2.28 (p.121) で示した。I を横向きにして書くと、

図 2.4になる。図より

V 2
R + V 2

L = V 2 (2.6)

である。以下の式が得られる。

(RI1)
2 + (ω1LI1)

2 = V 2
1

(RI2)
2 + (ω2LI2)

2 = V 2
2

3実際の電圧計や電流計が示す値は実効値であり、振幅ではない。実効値については書籍中の第 3章で説明
する。振幅 = 実効値×√

2 の関係がある。この場合、測定値が振幅であっても実効値であっても結果は同じ
である。
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両辺をそれぞれ I21 , I
2
2 で割ると

R2 + ω2
1L

2 =

(
V1

I1

)2

(2.7)

R2 + ω2
2L

2 =

(
V2

I2

)2

(2.8)

が得られる。(2.7) − (2.8) より

(
ω2
1 − ω2

2

)
L2 =

(
V1

I1

)2

−
(
V2

I2

)2

L =

√√√√√
(
V1

I1

)2

−
(
V2

I2

)2

ω2
1 − ω2

2

(2.9)

で L が得られる。次に (2.7) あるいは (2.8) を利用すると R が得られる。例えば (2.7) を

利用すると

R =

√(
V1

I1

)2

− ω2
1L

2 (2.10)

である。

RL並列回路

ω1

ω2

IL
IR

V RL

I

図 2.5 RL並列回路

図 2.5において、L と R の値を求める問題を考える。角周波数を ω1 に設定したときの

測定値を V1, I1 とし、ω2 に設定したときの測定値を V2, I2 とする。

V , I, IR, IL の関係を図 2.6に示す。図より

I2R + I2L = I2 (2.11)
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IR = V
R

I

V

IL = V
ωL

図 2.6 RL並列回路のベクトル図

である。以下の式が得られる。(
V1

R

)2

+

(
V1

ω1L

)2

= I21(
V2

R

)2

+

(
V2

ω2L

)2

= I22

両辺をそれぞれ V 2
1 , V

2
2 で割ると

1

R2
+

1

ω2
1

1

L2
=

(
I1
V1

)2

(2.12)

1

R2
+

1

ω2
2

1

L2
=

(
I2
V2

)2

(2.13)

が得られる。(2.12) − (2.13) より

(
1

ω2
1

− 1

ω2
2

)
1

L2
=

(
I1
V1

)2

−
(
I2
V2

)2

L =

√√√√√√√
1

ω2
1

− 1

ω2
2(

I1
V1

)2

−
(
I2
V2

)2 (2.14)

で L が得られる。次に、これを (2.12)あるいは (2.13) に代入すると R が得られる。例え

ば、(2.12) を R について解くと

R =
1√(

I1
V1

)2

− 1

ω2
1L

2

(2.15)

である。
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2.2 リサジュー図形（「2章の末尾に配置」）

オシロスコープは電圧を測定する測定器であり、電気回路において最も重要な測定器具

である。通常は横軸を時間、縦軸を電圧としたグラフを描くが、リサジュー図形 45を描く

機能も持っている。

リサジュー図形は 2つの交流電圧を入力とし、横軸に 1つめの入力電圧、縦軸にもう 1

つの入力電圧をとることで描く。2つの交流電圧の位相関係を測定するのに用いる。

C

v1(t) v2(t)R

図 2.7 サンプル回路

図 2.7 の回路において、横軸を v1(t), 縦軸を v2(t) としてリサジュー図形を描く。オシ

ロスコープで測定する場合、各チャンネルのアースを共通にする必要があるので、v1 と v2

の矢印の根元は共通の場所である。

例として、v1(t) の振幅が
√
2V, v2(t) の振幅が 1V, v2(t) の位相が v1(t) より 45◦ 進ん

でいる場合、v1 と v2 は以下の式で表され、リサジュー図形は図 2.8になる。

v1(t) =
√
2 cosωt (2.16)

v2(t) = cos
(
ωt+

π

4

)
(2.17)

次に、入力する 2 つの電圧がそれぞれ次式で表される場合を考える。

v1(t) = 2 cosωt (2.18)

v2(t) = 2 cos (ωt+ θ) (2.19)

v1 と v2 はどちらも振幅は 2 であり、位相差は θ である。θ = 0◦, 45◦, 90◦, 135◦, 180◦ の

場合のリサジュー図形を図 2.9(a)～(e)に示す。ただし横軸が v1, 縦軸が v2 である。位相

が 0◦ のとき ／, 180◦ のとき ＼ という線状になり、位相が 90◦ ずれているとき円になる。

4リサージュ図形と表記されることもある。
5カセットデッキの調整は、標準信号が録音されたテープを再生して、左チャンネルと右チャンネルの位相

が揃うように、リサジュー図形をオシロで描いて、ヘッドのアジマスを調整した。今はリサジュー図形は何に
使うのだろうか？
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−2 −1 0 1 2

v1

−2

−1

0

1

2

v 2

図 2.8 v1 の振幅が
√
2V, v2 の振幅が 1V, 位相差が 45◦ のときのリサジュー図形

−3 −2 −1 0 1 2 3
−3

−2

−1

0

1

2

3

(a) θ = 0◦
−3 −2 −1 0 1 2 3

−3

−2

−1

0

1

2

3

(b) θ = 45◦
−3 −2 −1 0 1 2 3

−3

−2

−1

0

1

2

3

(c) θ = 90◦

−3 −2 −1 0 1 2 3
−3

−2

−1

0

1

2

3

(d) θ = 135◦
−3 −2 −1 0 1 2 3

−3

−2

−1

0

1

2

3

(e) θ = 180◦

図 2.9 θ を変化させたときのリサジュー図形
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第4章 おまけ

4.1 数式の導出（「4.2 入力インピーダンスと出力インピーダンス」

の末尾に追加）

V1 V3

Z1
I1 Z3

Z2 Z4

I2

図 4.1 周波数特性の求め方

Z1 Z4

R  or  jωL  or  1/jωC

グラフ中の 3. 4. の曲線は以下のようにして計算した。図 4.1について考える。全体の

インピーダンスを Z とすると、

Z = Z1 + Z2 // (Z3 + Z4)

= Z1 +
Z2(Z3 + Z4)

Z2 + Z3 + Z4

=
Z1(Z2 + Z3 + Z4) + Z2(Z3 + Z4)

Z2 + Z3 + Z4

なので、I1 は

I1 =
V1

Z

=
Z2 + Z3 + Z4

Z1(Z2 + Z3 + Z4) + Z2(Z3 + Z4)
V1

となる。I2 は分流の式を用いて、

I2 =
Z2

Z2 + Z3 + Z4
I1

=
Z2

Z1(Z2 + Z3 + Z4) + Z2(Z3 + Z4)
V1
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となる。V3 = Z4I2 より

V3 =
Z2Z4

Z1(Z2 + Z3 + Z4) + Z2(Z3 + Z4)
V1

となる。Z1 ← R1, Z2 ← 1

jωC1
, Z3 ← R2, Z4 ← 1

jωC2
を代入すると、

V2 =

1

jωC1

1

jωC2

R1

(
1

jωC1
+R2 +

1
jωC2

)
+ 1

jωC1

(
R2 +

1
jωC2

)
分子と分母に jωC1 · jωC2 をかける

=
1

jωC1R1 + jωC2R1 − ω2C1C2R1R2 + jωC2R2 + 1

C1R1 = C2R2 = K, C2 = C1L と置いた

=
1

1− ω2K2 + j(2ωK + ωKL)
(4.1)

となる。k = 2000π, L = 1 あるいは
1

10
とおいて (4.1) を ω の関数として計算すること

で、書籍中の図 4.18中の 3. と 4. の曲線を得た。

4.2 交流の過渡現象（「4.4 過渡現象」の末尾に追加）

交流の過渡現象

vC(t)

vR(t)

RSW

CV v(t)

図 4.2 交流の過渡現象

図 4.2は RC 直列回路に交流電源を接続したケースである。初期状態でコンデンサに電

荷はないことを仮定する。t = 0 でスイッチを on にすると、vC(t) と vR(t) がどのような

形になるか考える。
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振幅を表す複素電圧を V とするとき、v(t) は以下の式で表される。

v(t) = Re
{
V ejωt

}
回路全体の微分方程式は直流の RC 充電回路の式 (書籍中の p.187 (4.29)) と同様の手

順により、以下のようになる。

RC
dvC
dt

+ vC = Re
{
V ejωt

}
(4.2)

過渡解は (4.2)の右辺を 0 と置いたときの解だから、直流のときと同じである。 過渡解

を vCt で表すと

vCt(t) = Ae−
1

RC
t (4.3)

となる。A は任意定数であり、初期条件を用いて、後で求める。

定常解は、複素記号法を用いて複素電圧を求め、それに ejωt をかけて実部をとればよ

い。コンデンサにかかる複素電圧 VC は、分圧の式により

VC =

1

jωC

R+
1

jωC

V

=
V

1 + jωCR

だから、その時間表現を vCs とすると、

vCs(t) = Re

{
V

1 + jωCR
ejωt

}
(4.4)

である。

解は過渡解 (4.3)と定常解 (4.4)の和であるから、

vC(t) = Ae−
1

RC
t +Re

{
V

1 + jωCR
ejωt

}
(4.5)

となる。係数 A は初期条件「t = 0 のとき vC = 0」を利用して求める。この条件を (4.5)

に代入すると、以下のようになる。本項では t = 0 における交流電圧の位相が様々な場合
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について考えるので、V = Eejθ とおく。E は振幅を表す正の実数である。

A = −Re
{

Eejθ

1 + jωCR

}
分母を極座標形式で表し
1 + jωCR の偏角を φ とおく

= −Re
{

E ejθ√
1 + (ωCR)2 ejφ

}

= −Re
{

E√
1 + (ωCR)2

ej(θ−φ)

}

= − E√
1 + (ωCR)2

cos(θ − φ) (4.6)

φ は図 4.3より、

φ = tan−1 ωCR

である。

Re

Im

1

ωCR
φ

図 4.3 1 + jωCR の値

cos 関数は引数が 0 のときに最大値 1 をとり、±90◦ のときに最小値 0 をとるので、V

の偏角 θ と 1 + jωCR の偏角 φ が一致したときに過渡項の振幅 A は最大になり、90◦ ず

れているときに過渡項の振幅 A はゼロになる。
1
ωC : R = 1 : 1 のときと 1

ωC : R = 1 : 5 のときについて、過渡項が最大になる場合の波

形を図 4.4に示す。図中には過渡項を無視した場合の vC の波形（定常解）も併せて記入し

た。T は回路に加える正弦波の周期を表す。

4.3 EDC/2 シフトさせる回路の改良版（「4.5.3 直流成分を遮断す
る回路」の手前に追加）

書籍中図 4.3(a) (p.201) の回路は、原理的にはこれでよいが、電源電圧が変動すると、付

加する直流成分も変動するという問題がある。
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0 1 2 3 4
t  /  T

−1

0

1

vC

vC

(a) 1
ωC : R = 1 : 1 のとき

0 1 2 3 4
t  /  T

−1

0

1

vC

vC

(b) 1
ωC : R = 1 : 5 のとき

図 4.4 交流の過渡現象のグラフ
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C1

C2
E1(AC)

E2(DC)

R1 E3(AC)
outputinput

R2

R2

V1 V2

V3

(a) 回路全体

C1

C2
E1(AC)

R1outputinput

R2 R2

V1
V2

V3

(b) 入力信号 E1(AC) に関する回路

E2(DC)

R1output

R2

R2

V2

V3

(c) 直流成分に関する回路
　

C1

C2

R1

E3(AC)

R2

R2V2

V3

(d) 電源電圧の変動成分 E3(AC) に関する
回路

図 4.5 EDC
2 シフトさせる回路の改良版

C2
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この問題を解決した回路が図 4.5(a) である。重ねあわせの理を用いて、この回路の性質

を考察する。入力信号 E1(AC) に関する部分が同図 (b) である。

1

jωC1
� 0

1

jωC2
� 0

を仮定すると、

V3 � 0

V2 � E1(AC) (4.7)

となり、出力端子 V2 に入力信号はそのまま出てくる。

直流成分に関する回路は同図 (c) である。分圧するので、

V3 =
E2(DC)

2

である。R1 に電流は流れないので、R1 における電圧降下はない。ゆえに、

V2 = V3 =
E2(DC)

2
(4.8)

であり、直流電源 E2(DC) の半分の電圧が出力端子 V2 に現れる。

電源電圧の変動成分 E3(AC) に関する回路が同図 (d) である。

1

jωC2
� 0

を仮定すると、

V3 � 0 (4.9)

である。V3 を R1 と 1
jωC1

で分圧して得られる値が V2 だから、

V2 =

1
jωC1

R1 +
1

jωC1

V3

であり、(4.9) より

V2 � 0 (4.10)

である。出力電圧 V2 は電源電圧の変動の影響を受けない。

(4.7)(4.8)(4.10) より、出力端子 V2 は入力信号 E1(AC) を
E1(AC)

2 シフトさせた電圧であ

り、電源電圧の変動 E3(AC) の影響を受けない。
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5.1 高入力インピーダンスの反転増幅回路（「5.7 加算回路」の手

前に配置）

V1

I1

R1
V4

V3

V2

R2 R4

R3

I1

I3

I4

図 5.1 高入力インピーダンスの反転増幅回路

V1 V3

V4 V3
I1 I3  I4

反転増幅器の入力インピーダンスを高くする方法として図 5.1の回路構成法がある 1。

バーチャルショートが成立するので

V2 = 0 (5.1)

であり、この回路の入力インピーダンスは R1 である。

この回路は次のように考える。

1. V1 と V3 の関係は、反転増幅器における入力と出力の関係と同じである。

2. 出力 V4 を R3 と R4 で分圧したときに R3 にかかる電圧が V3 である。

1この回路はいくつかの教科書に載っているが、実用に使われているのを見たことがない。バッファと普通
の反転増幅回路を縦続接続すると、この回路と同等の機能を「オペアンプ 2 個, 抵抗 2 個」で実現できる。こ
の回路は「オペアンプ 1 個, 抵抗 4 個」である。オペアンプが高価な時代はこの回路の方が有利だったかもし
れないが、オペアンプの価格が安い今は、「バッファ＋反転増幅回路」の方が利用しやすいのかもしれない。
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1. は常に成立する。2. が成立するには

I1 � I3 � I4 (5.2)

が必要である。そのために、

R1, R2 � R3, R4 (5.3)

のように設定する。R1 は大きいので入力インピーダンスは高い。

入出力関係を導出する。V1 と V3 の関係は、反転増幅器における入力と出力の関係と同

じである。次式が成立する。

I1 =
V1 − V2

R1
=

V2 − V3

R2
(5.4)

(5.1)より V2 = 0 を代入し、V3 = 　　 の形に変形すると、

V3 = −R2

R1
V1 (5.5)

が得られる。V3 が求まったなら、以下のように I3 が求まる。

I3 =
V3

R3
= − R2

R1R3
V1 (5.6)

I1 + I4 = I3 だから、

I4 = I3 − I1

= −
(

R2

R1R3
+

1

R1

)
V1 (5.6)と (5.4)を利用 (5.7)

である。V4 = V3 +R4I4 に (5.5)と (5.7)を代入して

V4 = −R2

R1
V1 −R4

(
R2

R1R3
+

1

R1

)
V1

= −R2

R1

(
1 +

R4

R3
+

R4

R2

)
V1

R4
R2
は他の項と比べて小さいことを仮定する (*)

� −R2

R1

(
1 +

R4

R3

)
V1 (5.8)

はじめにおいた仮定 2. が成立するには (5.2) が必要であった。(5.2) を満たすには (*)

が必要である。

R1, R2 は大きい値に、R3, R4 は小さい値に設定する。たとえば、R1 = 200 kΩ, R2 =

200 kΩ, R3 = 1kΩ, R4 = 9kΩ に設定すると 10 倍の増幅器となる。この例では R1 = R2

とし、R3 と R4 の比率で増幅率を決めた。
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5.2 三角波発生回路（「5.12 オペアンプとコンパレータ」の手前に
配置）

+

−
R

+

−

OP1 OP2

v1
v1

v2 v3

R1

R2 C

図 5.2 三角波発生回路

書籍中の「図 5.24 (p. 231) の積分回路と図 5.37(a) (p. 243) のヒステリシス付きコンパ

レータ」をループ状に接続すると、図 5.2の三角波発生回路が得られる。

動作原理について説明する。コンパレータ OP1 の出力 v3 が high のときの出力電圧を

VS , low のときの出力電圧を −VS とする。VL と VH を次式で定義すると、コンパレータ

OP1 の入力電圧 v1 が VH を上回ったときと、VL を下回ったときに、ヒステリシス付きコ

ンパレータの出力が切り替わる。

VL = −R1

R2
VS (5.9)

VH =
R1

R2
VS (5.10)

t = 0 でコンパレータ OP1 の出力が low であると仮定する。積分回路であるオペアン

プ OP2 の出力 v1 は書籍中の (5.29) (書籍中 p.231) より、

v1 = − 1

RC

∫
−VS dt

である。t = 0 で v1 = 0（C に電荷はたまっていない）を仮定すると、

v1 =
VS

RC
t

となる。v1 は傾き
VS

RC
で直線的に増加する。この様子を図 5.3の区間 Aで表す。

次に、v1 が VH を上回ると、v2 > 0 となり、コンパレータ OP1 の出力が high に切り

替わる。今度はオペアンプ OP2 の出力は、傾き − VS

RC
で直線的に減少する。この様子を
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v1

0

0 t

t

v2

VH

A B

OP1 

OP2

VL

VS

−VS

図 5.3 三角波発生回路の波形

図 5.3の区間 Bで表す。以後、これを繰り返すので、コンパレータ OP1 の出力は方形波、

オペアンプ OP2 の出力は三角波となる。

周期を求める。区間 B に着目すると、オペアンプ OP2 の電圧の変化幅は

VH − VL = 2
R1

R2
VS

傾きの絶対値は
VS

RC

であるから、区間 B の長さは

2
R1

R2
VS ÷ Vs

RC
=

2R1RC

R2

である。三角波の周期 T はその 2 倍であるから、

T =
4R1RC

R2

である。

書籍中の 5.9節（積分回路）の説明で、積分回路が飽和せずに動作するためには、書籍

中の図 5.27 (書籍中 p.234) のように、コンデンサと並列に抵抗を接続して、直流を通す負

帰還の経路を確保する必要があると述べた。図 5.2 (p.31) の三角波発生回路では、オペア

ンプOP2の出力をオペアンプ OP1の入力とすることで、負帰還の経路が形成されており、
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この経路は直流を通す。ゆえに、本節の三角波発生回路においては、積分回路のコンデン

サに並列に抵抗を入れる必要はない。
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第6章 おまけ

6.1 全波整流回路（電源用）（「6.4.2 全波整流回路」の末尾に追加）

R v2v1

図 6.1 全波整流回路の別の表現

6.10(a)

全波整流回路の回路図は図 6.1のように描かれることもある。見かけの形は異なるが、書

籍中の図 6.10(a)と同一の回路である。

R
v1

v2

図 6.2 全波整流回路 2

1

全波整流回路としては図 6.2に示す構成もある。センタータップ付きのトランスが必要で

あり、トランスの 2次側の巻数は 2倍になるが、ダイオードの個数は 2個になる。通過する

ダイオードが 1個なので、ダイオードおける消費電力はブリッジ整流回路の半分になる。
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R

R R

R

R

v1

v2 v3+

−

+

−

2

図 6.3 オペアンプを使った全波整流回路

v1v1, v2

v2 t0

v3

t0

図 6.4 オペアンプを使った全波整流回路の波形
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6.2 全波整流回路（信号処理用）（「6.5.2 オペアンプを用いた整流
回路」の末尾に追加）

「書籍中の図 6.16(c) (p.277) の反転形の半波整流回路の出力を 2倍したもの」と「入力」

を加算すると、全波整流回路を実現することができる。加算回路として反転形の加算回路

を使用した回路を図 6.3 に示す。入出力波形は図 6.4のようになる。

6.3 ツェナーダイオード（定電圧ダイオード）（6章の末尾に配置）

通常のダイオードは逆方向に電圧をかけてもほとんど電流は流れないが、半導体に混ぜ

る不純物の量を多くすると、逆方向にかける電圧がツェナー電圧 VZ を超えたときに、急

激に電流が流れる。この現象を降伏という。このような特性を持つダイオードをツェナー

ダイオード (zener diode) 1あるいは定電圧ダイオードという。

V I

(a) 図記号

V0

−VZ

I

(b) 特性

図 6.5 ツェナーダイオード

ツェナーダイオードの図記号を 6.5(a)に示し、その電圧電流特性を同図 (b)に示す。ツェ

ナー電圧 VZ の値は 2V ∼ 50V 程度であり、様々なツェナー電圧を持ったツェナーダイ

オードが製造されている。

ツェナーダイオードは逆方向に電圧をかけて使用する。定電圧を得るための回路を図

6.6(a)に示す。E > VZ を仮定する。図 6.5(b)で示したように、逆方向にかかる電圧が VZ

1Clarence Melvin Zener （クラレンス・メルヴィン・ツェナー）(1905–1993): アメリカの物理学者。
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R

VZ

E

I

(a) 回路

R

VZ

E

I

(b) 等価回路

図 6.6 定電圧回路

E > VZ
(a) (b)

より大きいとき、電流はいくらでも流れる。ゆえに同図 (b)のような等価回路となる。

I =
E − VZ

R
(6.1)

である。

この回路を定電圧電源とみなし、負荷 RL を接続したときの回路図が図 6.7(a)、その等

価回路が同図 (b)である。これは書籍中の図 6.17 (書籍中 p.278) と同じパターンである。

負荷を接続しているか否かにかかわらず、抵抗 R に流れる電流 I1 は

I1 =
E − VZ

R
(6.2)

である。負荷 RL を接続していないとき、ツェナーダイオードに流れる電流 I3 は I1 = I3

であり、ツェナーダイオードで VZI1 の電力が消費される。この電力はツェナーダイオー

ドの許容損失より小さくなくてはならない。

負荷を接続すると、負荷には

I2 =
VZ

RL
(6.3)

の電流が流れ、残りの電流 I3 = I1 − I2 がツェナーダイオードに流れる。E, VZ , I1 はあ

らかじめ与えられた値であり、I1 = I2 + I3 なので、この回路は以下の性質を持っている。

• R で消費される電力は一定である。

• 負荷 RL で消費される電力とツェナーダイオードで消費される電力の和は一定で

ある。その比率は負荷の抵抗値 RL によって定まる。

• ゆえにこの回路全体で消費される電力（R で消費される電力 + ツェナーダイオー

ドで消費される電力 + RL で消費される電力）は一定である。
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R

RLVZ

E

(a) 回路

R

RLVZ

E

I1 I2

I3

(b) 等価回路

R

RL

E

I’

(c) (6.4) が満たされないとき

図 6.7 ツェナーダイオードを使った定電圧電源

この回路は常に R で電力が消費され、ツェナーダイオードでも電力が消費されるため効

率が良くない。また、負荷で消費可能な最大電力はツェナーダイオードの許容損失で定ま

り、大きな値はとれない。

この回路が定電圧回路として機能するには、(6.2)(6.3)より、

E − VZ

R
>

VZ

RL
(6.4)

が満たされることが必要である。

(6.4)が満たされないとき、ツェナーダイオードにかかる電圧は VZ より小さくなる。そ

のときの等価回路を図 6.7(c)に示す。ツェナーダイオードは存在しないのと同じになり、

定電圧電源ではなくなる。
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7.1 スイッチ回路の Tips（「7.4 増幅回路」の手前に配置）

7.1.1 還流ダイオード

VCC
vin

iC

vMM
+

−

(a) トランジスタでモータを
on/off する回路

VCC

D

vin

M
+

−

OFF

i vM

(b) トランジスタが on→ off

にかわるとき

図 7.1 還流ダイオード

(b) vM
0.7V

トランジスタをスイッチとして用いるとき、負荷としてインダクタンス L を含む素子を

用いる場合がある（誘導性負荷という）。例えばモータやリレーはインダクタンスを含む。

図 7.1(a)においてモータを抵抗 R とインダクタンス L の直列接続で近似できると仮定す

ると、

vM = −
(
L
diC
dt

+R iC

)
の関係が成立する。トランジスタが off になり、電流 iC が瞬時に 0 になると仮定すると、
diC
dt はその瞬間だけ −∞ となるので、数式的にはその瞬間だけ

vM =∞ (7.1)
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となる。電流を流しつづけようとする向きに、モータの両端に高電圧が発生する 1。「電

源電圧 VCC」と「モータの両端に発生した高電圧」を合計した値がトランジスタにかかり、

トランジスタが破壊される恐れがある。

これを防止するため図 7.1(b)のようにダイオード D を入れる。逆方向に入っているの

で、トランジスタが on のときダイオードに電流は流れない。トランジスタが on → off

に切り替わる瞬間に、インダクタンスに蓄積されたエネルギーがダイオードを介して消費

され、図中の矢印の向きに電流が流れる。ダイオードの特性は書籍中の図 6.3(d)(書籍中の

p.264)で表されるので、vM の大きさは順方向電圧（0.6V ∼ 0.8V）以上にはならない。こ

れを還流ダイオード (freewheel diode: フリーホイールダイオード) と呼ぶ。

7.2 トランジスタの応用回路（「7.9 電界効果トランジスタ」の手
前に配置）

7.2.1 ダーリントン接続

i
β1 i

(β1+1) i

(β1+1) β2 i

(β1β2+β1+β2) i

(β1β2+β1+β2+1) i
VBE2

VBE1

β1

β2

VBE

B

C

E

(a) パターン 1

i
β1 i

(β1+1) i

β1 β2 i

(β1β2+β1) i

(β1β2+β1+1) i

β1

β2

VBE

B

C

E

(b) パターン 2

図 7.2 ダーリントン接続

2

1

トランジスタを 2つ使用して、巨大な電流増幅率を持つ 1つのトランジスタと等価な働

きをさせる回路構成がある。図 7.2(a)(b)がその回路で、ダーリントン (darlington) 接続と

1例えば、あるリレーでは 80V 程度のスパイク状の電圧が発生した。エネルギーの観点からみると、コイ
ルに電流が流れていることは、コイルに磁気エネルギーが蓄えられていることを意味する。コイルに流れる電
流が減少すると、その変化を妨げて電流を元の値に戻そうとする方向に電圧を発生させ、蓄積した磁気エネル
ギーを放出する。
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呼ばれる。

図 7.2(a)について考える。各トランジスタの電流増幅率をそれぞれ β1, β2 とし、端子 B

から流れ出す電流を i とすると、回路の各場所の電流は図中に示す値となる。

β1β2 + β1 + β2 � β1β2

とみなすと、回路全体の電流増幅率は β1β2 となる。

図 7.2(b)についても同様に、回路中に電流値を書き込んでいる。

β1β2 + β1 � β1β2

と近似すると、回路全体の電流増幅率は β1β2 となる。

図 7.2(a)では VBE = VBE1 + VBE2 となるので、端子 Bと端子 Eの間の電圧はトランジ

スタ 2個分になり、B–E 間の抵抗もトランジスタ 1個のときに比べると大きくなる。図

7.2(b)における電圧 VBE はトランジスタ 1個分であり、B–E 間の抵抗もトランジスタ 1個

分に等しい。

7.2.2 カレントミラー回路

基本回路

図 7.3(a)の回路をカレントミラー (current mirror) 回路と呼ぶ。回路の複数箇所に同一

値の電流を流すための回路である。電流源を実現するのに使われる。トランジスタ Q1, Q2

が同一の特性を持つとき、トランジスタ Q2 のコレクタ電流 IC は IR にほぼ等しい。

その理由は以下のように説明できる。図 7.3(a) の 2個のトランジスタが同一の特性を持

つとき、ベース–エミッタ間の電圧が同一なので、ベース電流 I も同一である。I を基準と

して、回路の各場所を流れる電流を図 7.3(a) 中に記入する。ただし、トランジスタの電流

増幅率を β とする。

IR = βI + 2I = (β + 2)I � βI = IC (7.2)

が成立するので、トランジスタ Q2 のコレクタ電流 IC は IR に等しい。図 7.3(a) の点線

で囲んだ部分は電流源として働く。

実際の回路は例えば図 7.3(b) のようになる。トランジスタのベース–エミッタ間電圧を

VBE とすると、

IR =
VCC − VBE

R



42 第 7章　おまけ

IR

IR

βI

IC = βI  IR

I I
Q1 Q2

2I

=

(a) 原理図

R IR

VCC

IC  IR

VBE VBE

(b) 実際の回路

IR

βI

IC= βI  IR

I I I

3I

(c) トランジスタを増やした

I I

2I

IR

βI

= IR

(d) pnp 形で構成

図 7.3 カレントミラー回路

である。

ミラー用のトランジスタはさらに増やすことができる。1個増やした例を図 7.3(c) に示す

図 7.3(a)における下端の白丸端子は通常はアースに接続されるので、同図 (a)の電流源

はアースに接続されている。電流源を電源端子に接続するには図 7.3(d)のように pnp形

でカレントミラーを組む。同図 7.3(d)の上端の白丸端子は通常は電源（電圧源）に接続さ

れる。

図 7.4は比を設定することができる。以下の式が成立する。

V = R1(β + 1)I + VBE (7.3)

V = R2(β + 1)I ′ + VBE (7.4)
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IR βI

βI I I’

IC = βI’

R1

VBE
VBE

R2V

Q1 Q2

図 7.4 比を設定できるカレントミラー

IR IC R1

R2

(7.3) = (7.4)より

R1(����
β + 1 )I = R2(����

β + 1 )I ′

I ′ =
R1

R2
I (7.5)

である。また、

IR = βI + I + I ′

� βI (7.6)

と近似できる。IC を求めると、

IC = βI ′

= β
R1

R2
I (7.5)を利用

=
R1

R2
IR (7.6)を利用 (7.7)

となり、トランジスタ Q2 のコレクタ電流 IC は、IR に比率
R1

R2
をかけた値になる。
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改良されたカレントミラー

IR

ICIC

I I

A

2I

IB

βIB

Q1 Q2

Q3

図 7.5 ベース電流補償形カレントミラー

図 7.5はベース電流補償形カレントミラーである。以下の式が成立する。

IC = βI Tr.Q1, Q2 において成立する (7.8)

2I = (1 + β)IB Tr.Q3 において成立する (7.9)

IB = IR − IC 点 A において成立する (7.10)

(7.10)の IB を (7.9)の IB に代入し、(7.9)を I = 　　 の形に変形して (7.8)の I に

代入して整理すると、次式が得られる。

IR(β + 1) = IC

(
β + 1 +

2

β

)

IR = IC

{
1 +

2

β(β + 1)

}
� IC (7.11)

前項で説明した図 7.3(a)に対応する (7.2)においては β + 2 � β すなわち 1 + 2
β � 1 と

近似したのに対して、図 7.5に対応する (7.11) においては 1 + 2
β(β+1) � 1 となっている。

β の次数が 1 つ上がっており、近似の精度が上がっている。

図 7.6はウィルソンカレントミラーである。トランジスタ Q2 において

IC = βI (7.12)

であるから

IE3 = IC + 2I = IC + 2
IC
β

=
β + 2

β
IC (7.13)
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IR

IC
IC

I I

2I

IB

IE3

IC3

Q1 Q2

Q3A

図 7.6 ウィルソンカレントミラー (Wilson current mirror)

が成立する。

トランジスタ Q3 において

IC3 = βIB (7.14)

であるから

IE3 = IC3 + IB = IC3 +
IC3

β
=

β + 1

β
IC3 (7.15)

が成立する。(7.13) = (7.15) より、

IC =
β + 1

β + 2
IC3 (7.16)

である。節点 Aにおいて、

IR = IB + IC

=
1

β
IC3 +

β + 1

β + 2
IC3 (7.14)(7.16) を利用

=
β + 2 + β(β + 1)

β(β + 2)
IC3

分子 : β + 2 + β2 + β = β2 + 2β + 2 = β(β + 2) + 2

=

{
1 +

2

β(β + 2)

}
IC3 (7.17)

� IC3 (7.18)

となり、カレントミラーが実現されている。この場合も、1 + 2
β(β+2) � 1 という近似がさ

れており、近似の精度はベース電流補償形レントミラーと同等である。
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7.3 MOSFETの使用例（7.9.4の末尾に追加）

インバータ

本書では取り扱わないが、デジタル回路という分野がある。例えば、コンピュータの CPU

は非常に複雑なデジタル回路である。デジタル回路の中は 1 を表す電圧（5V, 3.3V が良

く使われる）と 0 を表す電圧（0V）しか存在しない。

デジタル回路の 3つの基本素子は NOT, AND, ORである。本節では一番基本的な素子

である NOTの構成法を説明する。

A X

図 7.7 インバータの回路記号

表 7.1 インバータの真理値表

入力 A 出力X

0 1

1 0

NOTは「インバータ」とも呼ばれ、図 7.7の回路記号で表す。A は入力、X は出力を表

す。入力と出力の関係を表 7.1に示す。

インバータを実現する回路を図 7.8(a)に示す。2つのMOSFETはスイッチとして働く。

動作原理を同図 (b)(c)に示す。入力電圧 Vin は 0 か VDD の二者択一の値をとる。

Vin = 0 のとき、図 7.8(b) のように、pチャンネルMOSFETは on状態、nチャンネ

ルMOSFETは off状態になる。出力端子は VDD に接続された状態となり、Vout = VDD

である。次に、Vin = VDD のとき、図 7.8(c) のように、pチャンネルMOSFETは off状

態、nチャンネルMOSFETは on状態になる。出力端子はアースに接続された状態となり、

Vout = 0 となる。結果として、表 7.1の入出力特性が得られ、図 7.8(a)の回路はインバー

タである。
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Vin Vout

VDD

p-MOSFET

n-MOSFET

(a) 回路

Vin= 0 Vout=VDD

VDD

(b) Vin = 0 のとき

Vin=VDD Vout= 0

VDD

(c) Vin = VDD のとき

図 7.8 インバータ

2 FET
on

off
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付録B 微分方程式の基礎

B.1 微分とは

x

y

0

1

図 B.1 傾き

「傾き」は直線に対して定義されるものである。図 B.1のように、x が 1 増えたときの

y の増分値を傾きという。

図B.2(a)の関数 y = f(x) は直線ではないので、傾きは定義できない。図に示すように、

各々の x の場所で「接線」を引き、接線の傾きを g(x) とするなら、関数 g(x) は同図 (b)

のようになる。この例の場合、

y = f(x) =
1

2
x2 + 1

g(x) = x

である。このとき f(x) と g(x) は以下の関係を持つ。

f(x)
微分
⇒
　

g(x)

「微分」は関数と関数の関係を表す用語である。

y が x の関数であるとき、y を xで微分したものを表す記号は以下のように 3通りある。
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x

y = f(x)
y

0

(a) f(x) のグラフ

y = g(x)

x

y

0

(b) g(x) のグラフ

図 B.2 微分とは

(1) y′

(2) ẏ

(3)
dy

dx
または

d

dx
y

(1) はラグランジュ1 の記法、(2) はニュートン 2の記法、(3) はライプニッツ 3の記法と

呼ばれる。(2) は高校数学では出てこないが、力学の分野で時間に関する微分を表すのに

用いられる。

微分の表し方が何種類もあるのは以下の理由による。微分学はニュートンとライプニッ

ツがほぼ同時期に発見し、学派によって異なる記号を用いた。それから約 100年後、ラグ

1Joseph Louis Lagrange （ジョゼフ・ルイ・ラグランジュ）(1736–1813): イタリア生まれのフランスの
数学者。

2Isaac Newton （アイザック・ニュートン）(1643–1727): イギリスの数学者、物理学者、天文学者。
3Gottfried Wilhelm Leibnitz （ゴットフリート・ヴィルヘルム・ライプニッツ）(1646–1716): ドイツの

哲学者、数学者。
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ランジュはダッシュを使う記法を創案した。

x

y

Δx
Δy

図 B.3 接線

接線の傾きは図 B.3のように求めることができる。黒丸で表した場所の接線の傾きは、x

を微小な値 Δx だけ増やしたときの y の増分 Δy が分かれば、
Δy

Δx
である。y = x2 の場

合、以下のように求められる。

Δy

Δx
=

(x+Δx)2 − x2

Δx

= ��x
2 + 2x ·Δx+ (Δx)2 − ��x

2

Δx

(Δx)2 は他の項と比べると微小なので無視する。

� 2x · ��Δx

��Δx
= 2x

1
x

y

図 B.4 変化がゆるやかなとき

傾きの定義は「x が 1増えたときの y の増分値」だから、y = f(x) が緩やかな変化をす

るときは、図 B.4のようにみなすことができる。
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主要な関数の微分の公式を以下に示す。

(xn)′ = nxn−1

(ex)′ = ex

(sin x)′ = cos x

(cos x)′ = − sinx

(log x)′ =
1

x

コラム　　ストックとフロー

「微分」「積分」というと難しそうな印象を受けるが、実は、身の回りに「微分」「積分」

の関係を持つ量はたくさんある。

単位時間を 1 日とする。

財布の中のお金の量を微分すると、1 日に使った（もらった）お金の量となる。

琵琶湖 4の水量を微分すると、その日に琵琶湖に流れ込んだ（流れ出した）水量が得ら

れる。

世の中に「ストック」と「フロー」の関係を持つ量は色々あるが、これらは微分積分の

関係がある。ストックを微分するとフローになり、フローを積分するとストックとなる。

B.2 微分に関する公式

合成関数の微分

y = f(x), z = g(y) のように y は x の関数であり、z は y の関数であるとき、

z = g(y) = g(f(x)) = h(x)

と考えると、z は x の関数である。z を x で微分すると、

h′(x) =
dz

dx
=

dz

dy

dy

dx
= f ′(x)g′(y) (B.1)

4なぜ唐突に琵琶湖なのか？　と思う読者がいるかも知れない。筆者は京都出身だが、京都人にとって琵琶湖
は身近である。毎日飲んでいる水道水は琵琶湖疎水の水である。夏、泳ぎたいときは、琵琶湖まで行けば（車
で約 1 時間）、琵琶湖西岸には水のきれいな水泳場がたくさんある。海に比べると、湖は (1) 冷たくない, (2)
波がないので泳ぎやすい, (3) 塩がないので泳いだ後シャワー無しでも何とかなる, (4) 地形が箱庭みたいで楽
しい, というメリットがある。
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である。この公式はライプニッツの表記
dz

dx
を用いると、暗記しやすく分かりやすい。こ

の公式を適用すると以下の公式が得られる。

(eax)′ = aeax (B.2a)

(e−ax)′ = −ae−ax (B.2b)

(sin ax)′ = a cos ax (B.2c)

(cos ax)′ = −a sin ax (B.2d)

例えば、(B.2c) は次のように公式 (B.1)を適用して導出できる。

y = ax

z = sin y

と考えると、
z

(
︷ ︸︸ ︷
sin ax︸︷︷︸ )′ =

dz

dx
y

=
dz

dy

dy

dx

=
d(sin y)

dy
· d(ax)

dx

= cos y · a

= a cos ax y = ax を適用

と導出できた。

B.3 物理現象と微分方程式

高校数学では関数は y = f(x) のように表され、x が独立変数、y が従属変数であった。

電気回路においては、電圧 v や電流 i などの物理量は時刻 t の関数であるから、独立変数

は通常は t である。時刻の単位は秒である。

独立変数 t は省略されることが多い。例えば、

dv

dt
+ kv = E

のように、変数 v は t の関数であるが、v(t) とは書かず、単に v と書くことが多い。ま

た、v′ と書くと、v を t で微分した値を意味する。電気工学以外の分野においても物理量

は時刻 t の関数であることが多い。
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微分を含む方程式を微分方程式と呼ぶ。物理現象を記述する方程式をたてると、微分方

程式が得られることが多い。本節では物理現象とそれを表す微分方程式について学習する。

指数関数的減衰

x 0 

0 

0 

0 

(a) 物体が冷える現象

i (t)i (t)

v (t)C
+ q

− q R

(b) コンデンサの放電現象

図 B.5 指数関数的減衰の例

図 B.5(a)の現象について考える。温度が x ℃の熱い物体が温度 0 ℃の場所に置かれて

いる。熱い物体から周囲へ熱が流れる。1秒間に流れる熱量は「物体の温度」と「周囲の

温度」の差に比例する。この場合、周囲の温度が 0 ℃なので、流れる熱量は kx である（k

は比例係数）。以下の微分方程式が得られる。

dx

dt
= −kx (B.3)

物体の温度が周囲より高いとき、物体は冷える（すなわち傾きは負の値となる）から、

右辺はマイナスが付いている。

「微分方程式 (B.3) を解く」ことは「(B.3) を満たす関数 x(t) を求める」ことを意味す

る。(B.3) を書き直すと
dx

dt
+ kx = 0 (B.4)

となる。(B.4) は「x を微分したもの」と「自分自身に k をかけたもの」を足すと 0 にな

ることを表している。これを満たす関数は指数関数

x = Aeλt （Aは任意定数） (B.5)

である。A は任意定数と呼ばれ、初期条件（例えば t = 0 のときの x の値）から定まる。
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(B.5)を (B.4)に代入すると

λAeλt + kAeλt = 0

(λ+ k)Aeλt = 0

となり、

λ = −k

である。解は

x(t) = Ae−kt (B.6)

と求まる。

次に、任意定数 A の値を求める。t = 0 のとき x = 1 という条件が与えられた場合、

(B.6) に代入することで、A = 1 が得られる。x(t) のグラフは図 B.6のようになる。ここ

では k = 1 の場合を描いた。k = 2 の場合は横方向を半分に縮めたグラフとなる。

0 1 2 3 4 5 6
t

0 . 0

0 . 2

0 . 4

0 . 6

0 . 8

1 . 0

1 . 2

x

図 B.6 指数関数的減衰を表すグラフ

(B.6)は減衰する現象を表す関数であり、物理現象を表す基本的な関数の 1つである。例

えば、ギターの弦を弾いたときに、弦の振幅が減衰する現象は、この関数で表される。「指

数関数的に減衰する（あるいは減少する）」という表現に出会ったときは図 B.6のカーブを

思い浮かべればよい。

図 B.5(b)における現象について考える。コンデンサに電荷 ±q が貯まっており、t = 0

においてスイッチを閉じる。コンデンサに蓄積された電荷は抵抗を通じて放電し、やがて

0 になる。このときの電圧 v(t) が満たす式を導出する。
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電荷 q(t) と電圧 v(t) は以下の関係がある。C はコンデンサの容量である。

q = Cv (B.7)

両辺 を t で微分すると、
dq

dt
= C

dv

dt
(B.8)

が得られる。電流の定義 5より、電荷を微分すると電流になるから、

dq

dt
= i (B.9)

である。一方、i はオームの法則からも求まるので、

i = − v

R
(B.10)

である。図 B.5(b) において、電圧と電流の向きが同じ方向なので、(B.10) の右辺にマイ

ナスがついている。

(B.8)の左辺の
dq

dt
を (B.9)を用いて i で置換し、さらに、(B.10)を用いて − v

R
で置換

すると、

C
dv

dt
= − v

R

が得られる。移項して
dv

dt
+

1

RC
v = 0 (B.11)

となる。図 B.5(a)と (b)は異なる物理現象であるが、方程式をたてるとそれぞれ (B.4)と

(B.11)になり、同形の式になった。

B.4 電気回路で現れる微分方程式

微分方程式は様々なパターンがあるが、電気回路を記述するときに登場する微分方程式

は、以下のように、比較的簡単な形をしている。

x の 1階微分 6を含む方程式は以下のパターンがある。

(1)
dx

dt
+ kx = 0

(2a)
dx

dt
+ kx = E

(2b)
dx

dt
+ kx = A cos ωt+B sinωt

5電流の定義: 1秒間に 1C の電荷が導線の断面を通過するとき 1A
6微分学においては、微分した回数を「階」で表す。「x の 1階微分」は「x を 1回微分したこと」を意味

する。
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(1) のように x とその微分項のみが方程式に含まれるとき同次方程式 (homogeneous

equation) 7という。(2a)(2b) のように x を含まない項を持つとき非同次方程式 (inhomoge-

neous equation) 8という。右辺は外力（強制項と言うこともある）を表す項であり、(2a)

の右辺は定数、(2b) の右辺は正弦関数である。x の 1階微分を含む微分方程式を解くため

には 1 個の初期条件（例えば t = 0 のとき x = 1 というような条件）が必要である。

(1) の解き方は前節、(2a) の解き方は書籍中の 4.4 節、(2b) の解き方は本 PDF中の 4.2

節 (p.23) で説明した。

7斉次方程式と表記する本もある。
8非斉次方程式と表記する本もある。
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C.1 フーリエ級数展開とは

フーリエ 1級数展開の定理を以下に示す。

全ての周期波形は、その周期を一周期とする正弦波とその 整数倍 の周波数の

正弦波の和に分解することができる。

0

T
f(t)

H

−H
t

図 C.1 周期波形

例えば、図C.1の f(t) はのこぎり波 (saw wave) と呼ばれる波形で、アナログオシロス

コープの掃引回路などで使用される。周期 T を持つ周期波形なので、フーリエ級数展開の

理論に従って、以下のように分解することができる。

f(t) =
2H

π

{
sin(ωt)− 1

2
sin(2ωt) +

1

3
sin(3ωt)− 1

4
sin(4ωt) +

1

5
sin(5ωt) · · · · · ·

}
(C.1)

ただし ω =
2π

T

このように周期波形を正弦波の和に分解することをフーリエ級数展開するという。(C.1)

を図で説明すると、図C.2のようになる。ただし、H =
π

2
とおいた。

sin と cos の係数をグラフで表すと図 C.3となり、この図を周波数スペクトラムと呼ぶ。

周波数スペクトラムの横軸は「高調波の次数」である。図C.1ののこぎり波は奇関数なの

で、偶関数である cos の係数は全て 0 である。
1Jean Baptiste Joseph Fourier （ジャン・バティスト・ジョゼフ・フーリエ）(1768–1830): フランスの数

学者、物理学者。
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(C.1)の場合、sinωt を「基本波」と呼び、それ以外の項を「高調波」と呼ぶ。sin 2ωt は

「2倍高調波」と呼ぶ。同様に sinnωt は「n倍高調波」と呼ぶ。(C.1)には sin の項しか含

まれていないが、cos の項に関しても同様である。

t0

1

1
2

t

t

t

t

0

2

0

0

0

t0

+

= +

+

+
T

π

−

1
3

1
4

1
5

2
π

図 C.2 のこぎり波のフーリエ級数展開

C.2 フーリエ級数展開の方法

前節で示したように、関数 f(t) が周期 T を持つとき、以下のように正弦波の和に分解

できる。

f(t) = D +A1 cos (ωt) +A2 cos (2ωt) +A3 cos (3ωt) + · · · · · ·
+B1 sin (ωt) +B2 sin (2ωt) +B3 sin (3ωt) + · · · · · · (C.2)

　　ただし　ω =
2π

T

式中の係数 D（直流成分）、An（cos 成分の振幅）、Bn（sin 成分の振幅）はそれぞれ次
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0 10 20
−1

0

1

A n

(a) cos の係数

0 10 20
−1

0

1

B
n

(b) sin の係数

図 C.3 のこぎり波のスペクトラム

2 , 3 , 4

n
1/n

式で得られる。

D =
1

T

∫ T

0
f(t) dt (C.3)

An =
2

T

∫ T

0
f(t) cos (nωt) dt (C.4)

Bn =
2

T

∫ T

0
f(t) sin (nωt) dt (C.5)

D は直流成分なので (C.3)は波形の平均をとる操作を意味している。An と Bn を得る

(C.4)(C.5)は正弦関数の以下の性質から導出される。ただし、n1 と n2 は 1 以上の整数で

ある。

∫ T

0
sin(n1ωt) cos(n2ωt) = 0 　 (n1と n2は任意) (C.6)∫ T

0
sin(n1ωt) sin(n2ωt) = 0 　 (n1 �= n2のとき) (C.7)∫ T

0
cos(n1ωt) cos(n2ωt) = 0 　 (n1 �= n2のとき) (C.8)

上式のように、f(t) · g(t) を積分すると 0 になるとき、「関数 f(t)と g(t)は直交してい
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る」と言う 2。 この性質を利用すると公式 (C.4)(C.5) は以下のように導出できる。

例として、A2 を得たい場合を考える。(C.2)の両辺に cos(2ωt) を掛けて、t = 0 から T

まで積分すると、以下のようになる。

∫ T

0
f(t) cos(2ωt) dt (C.9)

=

∫ T

0
D cos(2ωt) dt

+

∫ T

0
A1 cos(ωt) cos(2ωt) dt+

∫ T

0
A2 cos(2ωt) cos(2ωt) dt

����������������������������

+ · · · · · ·

+

∫ T

0
B1 sin(ωt) cos(2ωt) dt+

∫ T

0
B2 sin(2ωt) cos(2ωt) dt+ · · · · · ·

上式に直交関係 (C.6)(C.7)(C.8)を適用すると、右辺は
����
　　の項以外は全て 0 になる。こ

の項の値を計算すると、

∫ T

0
A2 cos

2(2ωt) dt = A2

∫ T

0

1 + cos(4ωt)

2
dt

= A2

([
t

2

]T
0

+

[
sin(4ωt)

8ω

]T
0

)

= A2
T

2

となるので、

A2 =
2

T

∫ T

0
f(t) cos(2ωt) dt

が得られる。

C.2.1 正弦波の表現法

ここでは正弦波の表現法として n 次高調波は

An cos (nωt) +Bn sin (nωt) (C.10)

という形式を使ったが、以下のような形式でも表せる。

Cn cos (nωt− φn) (C.11)

2ここでは区間について言及していないので、ややアバウトな表現となっている。関数の直交性を論じる
ときは区間についても言及する必要がある。三角関数は区間を 1 周期分にとる。ルジャンドル多項式は区間
(−1, 1) で直交しており、エルミート多項式は区間 (−∞,∞) で直交している。
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次の関係が成立する。

Cn =
√

A2
n +B2

n , φn = tan−1 Bn

An
(C.12)

An = Cn cosφn , Bn = Cn sinφn (C.13)

(C.12)(C.13)の関係を図 C.4 に示す。どちらの表現法を使うかは、用途に応じて使い分け

ればよい。なお、t = 0 の位置を変えると An と Bn の値は変わるが、Cn は不変である。

0 An

Bn

φ

Cn

図 C.4 An ,Bn と Cn ,φn の関係

C.2.2 フーリエ級数展開の例

前項ではのこぎり波のフーリエ級数展開の例を示した。本項では代表的な周期波形のフー

リエ級数展開の結果を示す。

方形波

図C.5(a)は方形波 (square wave) と呼ばれ、デジタル回路などで現れる。式で表現する

と次のようになる。

f(t) =
4H

π

{
cos (ωt)− 1

3
cos (3ωt) +

1

5
cos (5ωt)− 1

7
cos (7ωt) + · · · · · ·

}
(C.14)

H = π
4 のとき、その周波数スペクトラムは図 C.5(b)のようになる。sin の係数 Bn は全

て 0 なので、図は省略した。方形波は奇数次の高調波 3のみを含み、n 倍高調波の振幅は

基本波の
1

n
である。

図C.5(a)は偶関数であるため cos の和で表されたが、この波形を
T

4
右にずらして奇関

数にしたものをフーリエ級数展開すると、次式になる。

f(t) =
4H

π

{
sin (ωt) +

1

3
sin (3ωt) +

1

5
sin (5ωt) +

1

7
sin (7ωt) + · · · · · ·

}
(C.15)

3音楽の分野では倍音と呼ぶ。
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0

T f(t)
H

−H

t

T
2

(a) 波形

0 10 20
−1

0

1

A n

(b) cos の係数

図 C.5 方形波とその周波数スペクトラム

3 , 
5 , 7

n 1/n

(C.14)と (C.15)を比較すると、高調波の振幅の絶対値は等しい。このことは、(C.11)の

形式に書き直すと、どちらの式も係数 Cn は同じになることを表している。

(C.14)を見ると、方形波を完全に表すには無限個の項数が必要である。項数を有限個で

打ち切った場合に得られる波形を図 C.6に示す。式 (C.14) の右辺第 3項（5倍高調波）ま

での和、9倍高調波までの和、19倍高調波までの和をそれぞれ図 C.6(a)(b)(c)に示す。項

数が増えるほど、原波形に近付く。

ただし、原波形に不連続な点がある場合、不連続点においては「原波形」と「無限個の

フーリエ級数の和」は一致しない。これは、連続関数である正弦波の和で不連続関数を表

すことに無理があるからである。図C.6を見ると、項数が増えると、原波形の不連続点に

おいて、トゲのような形状が見られる。無限個の項まで考慮すると図 C.7のような形状に

なる。これをギブズ（ギブスと表記されることもある）4 の現象と呼ぶ。

図中のリップル量 Δ の大きさと不連続部の跳躍量 W は

Δ = 0.089W

の関係がある。

矩形波

4Josiah Willard Gibbs （ジョサイア・ウィラード・ギブズ）(1839–1903): アメリカの数学者、物理学者。
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(a) 5倍高調波まで
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(b) 9倍高調波まで
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(c) 19倍高調波まで

図 C.6 高調波の次数と方形波の再現度の関係

W

Δ

図 C.7 ギブスの現象

図 C.8(a) は矩形波 (rectangular wave) と呼ばれる。Δ/T を duty factor と呼ぶ。前に

紹介した方形波は duty factor = 0.5 の矩形波である。図 C.8 の矩形波をフーリエ級数展

開したときの係数は次式で与えられる。偶関数となるよう t = 0 の位置を設定したので、

sin の係数 Bn は 0 である。

D = dH (C.16)

An = 2dH
sin(nπd)

nπd
(C.17)

Bn = 0 (C.18)

ただし d = Δ/T (duty factor)
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Δ

(a) 波形
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0
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A n

(b) duty factor = 1
3 のときの cos の係数

図 C.8 矩形波とその周波数スペクトラム

sinc

(C.17)を見ると、周波数スペクトラムの包絡線は sinc 関数 5で表され、その周期は duty

factor によって決定される。例として、d =
1

3
のときのスペクトラムを図 C.8(b) に示す。

三角波

0 t

T

H

(a) 波形

0 10 20
−1

0

1

A n

(b) cos の係数

図 C.9 三角波とその周波数スペクトラム

 3 , 5 ,7

n
1/n2

5関数
sin(x)

x
は sinc 関数と呼ばれる。サンプリング関数とも呼ばれる。
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図 C.9(a) の波形を三角波 (triangle wave) という。フーリエ級数で表すと次式になる。

f(t) =
8H

π2

{
cos (ωt) +

1

32
cos (3ωt) +

1

52
cos (5ωt) +

1

72
cos (7ωt) + · · · · · ·

}
(C.19)

8H

π2
= 1 としたときの周波数スペクトラムを図 C.9(b) に示す。

加算する高調波の最大次数と原波形の再現性を図 C.10 に示す。三角波は、方形波と比

べると、少ない項数で波形を精度良く再現できる。このことは、三角波を展開した (C.19)

と方形波を展開した (C.14) (p.61) を比べると、三角波の方が高調波の振幅が小さいこと

から、説明できる。また、波形が急に変化する部分を持つとき、高調波の成分が多く含ま

れる。
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(a) 3倍高調波まで
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(b) 5倍高調波まで

0 1 2 3

t  /  T

−2

−1

0

1

2
f(

t)

(c) 9倍高調波まで

図 C.10 高調波の次数と三角波の再現度の関係




