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1 はじめに

Scratch はプログラミングの初学者用に開発されたブロックプログラミング環境である。

非常に優れた教材であり、プログラミング入門の決定版と言える。Scratch でプログラミ

ングに入門する場合、簡単なゲームを作ることが多い。しかし、Scratch はゲームだけで

なく、物理シミュレーションを作成するのにも適している。C言語などで組むと膨大な労

力が必要な物理シミュレーションを、信じられないくらい簡単に組むことができる。以下

の効用が考えられる

1. 教師が生徒に見せるためのデモを作成する。条件を色々と変えてシミュレートす

ることにより理解を深める。

2. 生徒が自分でプログラムを組むことにより、方程式や法則を体感することができる。

上記の 2の効用について解説する。物理現象は微分方程式で表される。数値シミュレー

ションでは微分方程式中の変数を具体的な数値として扱う。また微分記号は加減乗除の計

算に置き換えられる。Scratch で数値シミュレーションを組むことで、机上の理論を体で

理解することができる。

本稿では Scratch を使い、少ないブロックで面白い物理シミュレーションが作れること

を示す。

2 座標と変数の型
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図 1 Scratch の座標系
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Scratch の座標系は図 1のようになっている。x 座標の範囲は −240 ∼ 240, y 座標の範

囲は −180 ∼ 180 に固定されている。

変数は実数型であり、実数を入れることができる。スプライトの位置も実数で保持する。

ただし、画面に表示されるときは四捨五入して整数化した位置に表示される。

3 位置・速度の更新方法

本稿では物体の運動のシミュレーションを扱う。全ての変数は時刻 t の関数である。物

体の位置を (x, y), 速度を (vx, vy), 加速度を (ax, ay) とする。以下の微分方程式が成立す

る。位置を微分すると速度になり、速度を微分すると加速度になることを表している。

dx

dt
= vx (1)

dy

dt
= vy (2)

dvx
dt

= ax (3)

dvy
dt

= ay (4)

「微分方程式を数値的に解く」という概念を説明する。微分方程式は傾きを与える式で

ある。時刻 t における x, y, vx, vy が分かっていると仮定する。時刻 t+Δt における値が

どうなるかを考える。微分方程式は傾きを与える式であるから、その傾きを用いて Δt 進

めばよい。次式を用いればよい。

x(t+Δt) = x(t) + vx(t) ·Δt (5)

y(t+Δt) = y(t) + vy(t) ·Δt (6)

vx(t+Δt) = vx(t) + ax(t) ·Δt (7)

vy(t+Δt) = vy(t) + ay(t) ·Δt (8)

数値計算の分野では、時刻 t における値を xi, t+Δt における値を xi+1 で表す。y, vx,

vy も同様の表記を用いると、次式となる。

xi+1 = xi + vx,i ·Δt (9)

yi+1 = yi + vy,i ·Δt (10)

vx,i+1 = vx,i + ax,i ·Δt (11)
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vy,i+1 = vy,i + ay,i ·Δt (12)

(9)～(12) の因果関係を見ると、ax, ay が分かれば vx, vy を求めることができ、vx, vy

が分かれば x, y を求めることができる。結論として、ax, ay が分かれば、他の全ての変数

の値を求めることができ、物理現象をシミュレートできる。

(9)～(12) は微分方程式を数値的に解く方法の中で、最も簡単な方法であり、オイラー法

と呼ばれる。オイラー法は 1 次の精度であり、精度は良くないが、プログラムが簡単なの

で「とりあえず解いてみる」ときに用いられる公式である。

tt t+     � 1
2 t+�t

vi+�12
vi+�32

xi xi+1

t+     � 3
2

図 2 蛙跳び法の考え方

Scratch で実装するときは、(9)～(12) をそのまま使うのではなく、蛙跳び法 (leap-frog

scheme) を用いる。蛙跳び法の考え方を図 2 に示す。

dx

dt
= v (13)

dv

dt
= −x (14)

という微分方程式の場合、図 2 のように時間位置を配置することにより、2 次の精度を得

て、かつエネルギーの保存則を満たすようにする方法である。更新式は以下のようになる。

xi+1 = xi + vx,i+ 1
2
·Δt (15)

vi+ 3
2

= vi+ 1
2
+ xi+1 ·Δt (16)

蛙飛び法は陽的な方法である。一般的な認識として、陽的な方法は陰的な方法に比べて、

計算量は非常に少なくなるが、不安定（周期運動において振幅が増大したり減少したりす

る）になることが多い。ゆえに、あまり用いたくない方法である。しかし、「周期運動に

関しては、陽的な方法であるにもかかわらず安定である」という非常に大きなメリットが

ある。

また、プログラムが非常に簡潔になるので、複雑なプログラムを組むのが苦手な Scratch

にふさわしい。ゆえに、本テキストでは蛙跳び法を用いる。

蛙跳び法のメリットを今一度まとめる。
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• バッファ用の変数を用意する必要がないので、プログラムが簡潔になる。
• 周期運動が安定に計算できる。後述するバネ振り子、ローレンツ力、万有引力、
振り子のシミュレーションにおいて、振幅が一定に保たれる。

4 角度と三角関数の取り扱い

4.1 三角関数の使用法

Scratch には sin, cos, tan, arctan といった三角関数が用意されている。角度は radianで

はなく degreeで指定する。

x

�

0

a sin �
a

a cos �

y

図 3 sin, cos を使う場面

図 3のように、速度や加速度の大きさと方向から、その x, y 成分を求めるときは sin,

cos が必要である。角度 θ は 0 ∼ 360 度の範囲の値をとる (この範囲外のときは、360 を

足すか引くかして、0 ∼ 360 度の範囲に収めてから計算する)。

xa

� = atan(b/a)

0

b (a, b)

y

P

図 4 arctan 関数

図 4のように、座標 (a, b) から角度 θ を求めるときは、以下のように arctan (アークタ

ンジェント：タンジェントの逆関数) という三角関数を用いる。

θ = arctan
b

a
(17)



薮哲郎 5

図 5 Scratch の arctan 関数

図 5のように、Scratch のブロックでは atan と表記される。atan 関数は引数（ここで

は b/a）が正のときは 0 ∼ 90 度の値が得られ、負のときは 0 ∼ −90 度の値が得られる。

すなわち図 4の点 P は第 1象限か第 4象限にあることを仮定している。

a = 0 の場合、b/a = ∞ となるので、通常のプログラミング言語なら除算エラーが発生

するが、Scratch の場合、エラーは発生せず、theta として以下のような値が得られる。⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

b > 0 : 90

b = 0 : 0

b < 0 : −90

(18)

xa

�
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(a, b)

y
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図 6 arctan 関数の一意性

図 6の点 P1, P2 の角度を求める場合を考える。

θ = arctan
b

a
(19)

φ = arctan
−b

−a
(20)

なので、本来 θ と φ は 180 度異なるはずであるが、上式の (19)(20) は同じ値となる。同

様に、対象となる点が第 2象限にあるのか第 4象限にあるのかは、区別できない。

対象となる点の角度を 0 ∼ 360度に対応させたいときは、図 7のように記述する。python

で書くと以下のようになる。
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図 7 360 度に対応した arctan関数の書き方

theta = atan( b/a )

if a < 0:

theta = theta + 180

4.2 角度の指定方法

Scratch には角度の指定方法が 2 系統ある。

�

�

(a) 三角関数式

�

�

(b) 時計式

図 8 2つの角度の指定方法

図 8 (a) の角度の指定方法は三角関数の引数を指定するときの方法である。

同図 (b) の指定方法は、スプライトを「●度へ向ける」という命令で回転させるときの

指定方法である。Scratch は小学 1 年生の児童も扱うプログラミング環境なので、小学生

にも分かりやすくするため、時計式の角度指定方法を採用したと思われる。

�

図 9 ネコの向き

そして、猫のキャラクターの場合、角度と画像の関係は図 9である。直立している通常
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の状態が「90度に向ける」である。

以後、本テキストでは角度を θ, φ で表すときは三角関数式、α, β で表すときは時計式

である。相互に換算するときは、次式を用いれば良い。

α = 90− θ (21)

θ = 90− α (22)

5 物理現象ごとの数式の導出

運動を表す物理現象をシミュレートするには (5)～(8) を使えば良いことを既に述べた。

加速度 (ax, ay) が分かっているなら、運動を表す物理現象をシミュレートすることができ

る。以下では、いくつかの物理現象を取り上げ、加速度 (ax, ay) がどのような数式で表さ

れるかを調べる。

重力

ボールを投げたときに描かれる放物線、ボールを落として地面にバウンドする現象をシ

ミュレートするときは、重力が関係する。鉛直方向を y 方向とするとき、重力は常に y の

負方向に一定である。加速度は以下のようになる。

ax = 0 (23)

ay = −g (24)

g は重力加速度で 9.8 m/s2 である。

バネ振り子

図 10に示すバネ振り子について考える。バネが自然長のときの位置を x = 0 とする。バ

ネに働く弾性力はフックの法則により

F = −kx (25)

である。また、ニュートンの運動方程式より

F = ma (26)

である。(25)(26) より加速度 a は

a = − k

m
x (27)
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0 x

F = �kx

0 x

0 x

F = �kx

図 10 ばね振り子

となる。

ローレンツ力

v

a

ax

ay

�

�

vy

vx

B

e

図 11 ローレンツ力

図 11のようなケースを考える。電子 e が速度 v で移動している。磁界は紙面に垂直か

つ手前方向であることを仮定する。ローレンツ力は電子の移動方向に垂直に働く。電子の

速度 (vx, vy) が与えられているとき、加速度 (ax, ay) は以下の式で得られる。c はローレ

ンツ力に比例する係数である。

v =
√

v2x + v2y (28)

a = c · v (29)
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θ = arctan
vy
vx

ただし vx < 0 のとき θ = θ + 180 (30)

φ = θ − 90 (31)

ax = a · cosφ (32)

ay = a · sinφ (33)

(31) について説明する。図 11より θ = 0 のとき、φ = −90 である。θ の増加方向と φ

の増加方向は同じなので、(31) が成立する1。

�
�

x0

1

cos �
sin �

v

��cos �

sin �

y

図 12 90度回転

教育的には (28)～(33) の式を使うのが分かりやすいと思うが、(28)～(33) を離散化する

場合、蛙跳び法を用いることができず、オイラー法を用いるしかない。オイラー法を使っ

て円軌道を描く運動をシミュレートすると、振幅が徐々に増大するという問題がある。

蛙跳び法を用いるために、以下のように式を変形する。図 12 より、

sin (θ − 90) = − cosφ = − vy√
v2x + v2y

(34)

cos (θ − 90) = sinφ =
vx√

v2x + v2y

(35)

1θ = 0 のとき φ = 270 と考えて、φ = θ + 270 でもよい。
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と書ける。これを利用すると、ax, ay は以下の簡単な式になる。

ax = c · v · cos (θ − 90)

= c · v · sinφ

= c ·
√

v2x + v2y
vy√

v2x + v2y

= c · vy (36)

ay = c · (−vx) (37)

(36)(37) を見ると ax は vy の関数となっており、ay は vx の関数となっているので、蛙

跳び法を用いることができる。

次に (36)(37) の c の値の設定について考察する。ローレンツ力の公式は

F = q v B (38)

である。q は電荷量, B は磁束密度である。また、ニュートンの運動方程式は

F = ma (39)

であり、m は質量である。(38)(39) より

q v B = ma

∴ a =
q B

m
v (40)

である。(29)(40) より、比例係数 c は

c =
q B

m
(41)

である。c は電荷量と磁束密度に比例し、質量に反比例する。

万有引力

図 13について考える。「地球」と「人工衛星」のようにどちらかが圧倒的に重い場合を

考える。m1 は軽くて移動しており、m2 は重くて静止していることを仮定する。m1 に働

く加速度を考える。
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�

ax

ay a
y

x

r

m1

m2

図 13 万有引力

m1 を原点とした場合の m2 の位置を (x, y) とする。重力は距離の 2 乗に反比例するの

で、以下の数式が導出できる。c は重力に比例する量である。

r =
√

x2 + y2 (42)

θ = arctan
y

x

ただし x < 0 のとき θ = θ + 180 (43)

a =
c

r2
(44)

ax = a · cos θ (45)

ay = a · sin θ (46)

ax, ay はさらに簡潔な式で表すことができる。

cos θ =
x√

x2 + y2
(47)

sin θ =
y√

x2 + y2
(48)

と (42)(44) を利用すると、ax, ay は以下のように書ける。

ax =
c x

(x2 + y2)
3
2

(49)

ay =
c y

(x2 + y2)
3
2

(50)

(42)～(46) を用いても (49)(50) を用いてもどちらでもよい。どちらでも蛙跳び法を用い

ることができる。教育的には (42)～(46) の方が分かりやすいかもしれない。
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次に、係数 c について考える。重力の公式は

F = G
m1m2

r2
= m1

Gm2

r2
(51)

である。G は万有引力定数である。ニュートンの運動方程式は

F = m1 a (52)

だから、(51) と (52) を比較して、m1 に働く加速度 a は

a =
Gm2

r2
(53)

である。(44) と (53) を見比べると

c = Gm2 (54)

であるから、係数 c は質量 m2 に比例する量である。

振り子

l

g

g sin �

v

�

�

図 14 振り子

図 14に示す振り子について考える2。これまでの現象は位置の変数 (x, y), 速度の変数

(vx, vy) を使用し、加速度 (ax, ay) を求めた。

振り子の現象は以下の 2 つの変数を考え、加速度は v の方向の加速度を考える。

• 位置の変数は θ

• 速度の変数は v（おもりが移動する方向の速度）

2この図では v の向きと θ の向きを逆方向にとっているが、同じ向きにとった方が分かりやすいかもしれ
ない。高校物理の教科書は同方向にとっている。
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以下の微分方程式が成立する。

dθ

dt
= −v

l
(55)

dv

dt
= g sin θ (56)

(55) が成立する理由について考察する。微分は単位時間（1秒）あたりの変化量だから、

左辺は 1秒間の θ の増加量を表している。ラジアン角は「円弧の長さ÷半径」であり、v

は 1秒間の移動距離なので、右辺のように v/l である。v が正のとき θ は減少するので、

マイナス符号がついている。

(56) について考える。左辺は加速度（1秒間の速度変化）を表す。重力加速度 g のうち、

速度 v の増加に寄与する成分は g sin θ である。

6 Scratchでの実装

物理学の教科書では「単位長さ」「単位時間」という表現が使われる。通常は

• 単位長さ = 1 m

• 単位時間 = 1 秒

である。物理シミュレーションを Scratchで正確に再現する場合、それぞれ、以下のよう

になる。

• 長さ・・・現実の世界の 1 m を Scratch の何ピクセルに対応するかを決め、換算

する。

• 時間・・・Scratchのプログラムでは正確な時間の制御はできないので、スローモー

ションを見るか、早送りを見るような動きになる。

本稿では正確なシミュレーションを目標とはせず、それらしい動きが再現できれば良し

とする。長さ、時間などは Scratch の世界のものを使う。以下のように設定する。

• 長さの単位は px (単位長さ = 1 px)

• 時間の単位はループ 1 回 (単位時間 = ループ 1回)。

• 計算時の時間の刻み幅は Δt = 1

Δt = 1 とすることで、数式が簡単になる。そして、速度 (vx, vy) は、ループ 1 回に

つき移動するピクセル数を表し、加速度 (ax, ay) はループ 1 回における (vx, vy) の増
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加量 [px] を表す。Scratch の世界は x 座標が ±240, y 座標が ±180 である。この世界に

おいては、滑らかなシミュレーション結果を見るために、加速度の絶対値を 1 以下にする

ことを推奨する。

加速度 (ax, ay) を求めたなら、位置 (x, y) と速度 (vx, vy) の更新式は以下のよう

になる。

vx = vx+ ax (57)

vy = vy+ ay (58)

x = x+ vx (59)

y = y+ vy (60)

(57)～(60) の順序で計算する。このことは (57)(58) で更新した値を用いて (59)(60) を

計算することを意味する。ax, ay が x, y から得られる場合、蛙跳び法を用いることを意味

する。蛙跳び法を用いると、振動現象のような周期的な現象において、「振幅が徐々に増大

する」ような現象が起こらない。定式化と安定性については、9節で詳しく検討する。

6.1 重力

1

2

3

4

5
6

7 8 9
10

11

図 15 ボールを投げる

図 15のように、ボールを投げ、放物線を描く現象をシミュレートする。初速を v, 地面

との角度が θ のとき、vx, vy の初期値は次式で得られる。

vx = v cos θ (61)
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vy = v sin θ (62)

位置 (x, y), 速度 (vx, vy) の更新式は以下の通りである。

vx = vx (不変) (63)

vy = vy+ ay (64)

x = x+ vy (65)

y = y+ vy (66)

x方向の加速度は ax = 0 なので、vxは不変である。ayは加速度であり、重力を表す。

重力は下向きなので、ayは負の値をとる。ボールに滑らかな動きをさせるには ayの絶対

値は 1 以下であることが望ましい。

このシミュレーションを使うと、「ボールを投げるとき、角度を何度にすると最も遠くに

到達できるか」の答えを確認することができる。「ペンを下ろす」を使って軌跡を描きなが

らボールを動かす。答えは 45 度である。その理由を導出しておく。重力加速度を g とす

ると、最高点に到達するまでの時間 T は

T =
v sinx

g
(67)

である。ボールの飛距離 L は時間 2T だけ x 方向に移動する距離であるから、

L = v cos x · 2T
= v cos x · 2 v sinx

g

=
v2

g
sinx cos x (68)

である。ここで
v2

g
は係数であるから、この問題は関数

f(x) = sinx cos x (69)

の最大値を求める問題に等しい。微分して 0 となる x を求めればよい。微分すると

f ′(x) = cos x cos x− sinx sinx

= 2cos2 x− 1

である。f ′(x) = 0 とおくと、

cosx =
1√
2

(70)
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vy

vy

vy

vy

yg

1

2

3

5

4

4’

図 16 ボールのバウンド

が得られる。すなわち、x = 45◦ である。

次に、図 16のように、ボールが落下して地面でバウンドする現象を考える。x座標は変

化しないので、y座標のみについて考える。位置 y, 速度 vyの更新式は (66)(65) で示し

た。(62) と (66) の計算順序を逆にすると、バウンドを繰り返すにつれて、ボールの最高

点の位置が徐々に増大するという問題が起こる。

地面でボールがバウンドする場合を考える。図 16のように、ボールの位置が変化すると

き、(66) を常に適用すると、ボールが図中の 4 の位置のように、地面の中に入ってしまう。

これを防止するには、乱暴な方法ではあるが、本来ボールの y 座標が地面の境界 yg より

小さくなったとき、強制的にボールの位置を地面の真上の位置に直す。本来なら図中の 4

の位置に来るべきところを、4’ の位置に配置する。同時に、速度 vyの符号を反転させる。

python で書くと、以下のような処理を行えばよい。ygは地面の y 座標である。

vy = vy + ay

y = y + vy

if y < yg :

y = yg

vy = - vy

上記のコードで、それらしい動きになる。ボールがバウンドするシミュレーションの例

を図 17に示す。

摩擦を考慮するなら、バウンドした瞬間の vyの更新式を以下のようにすれば良い。

vy = - e * vy
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図 17 ボールのバウンドのコード

ここで eは摩擦を表す係数で 0～1 の範囲の値をとる。値が小さくなるほど、反射係数

が小さくなり、ボールの跳ねが悪くなる。

6.2 バネ振り子

x 方向にボールが振動するバネ振り子を考える。Scratch で伸縮するバネを表すには少

しテクニックが必要である。折れ線を使ってバネを表現するが、折れ線を構成する各々の

線要素をクローンとして作成し、各線要素の「位置」と「角度」を「このスプライトのみ」

の変数とする。クローンを作ったとき「このスプライトのみ」の変数はクローンごとに用

意される。ボールの x 位置より各線要素の位置と角度を算出して設定する。

(27) の k
m を k2, ボールの x 位置を x, x 方向の速度を v とするなら、以下の更新式が

成立する。

v = v - k2 * x

x = x + v

コードで表したのが図 18である。アニメーションとして鑑賞するには 0.03 秒～0.05 秒

程度のディレイを入れる。6 節の冒頭で、加速度の絶対値を 1 以下にすることを推奨した。

x 座標を ±150 で振動させるとき、x ∗ k2 を 1 以下にするため、k2 を図では −0.01 に

設定している。
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図 18 ばね振り子のコード

v

a

ax

ay

�

�

vy

vx

B

e

図 19 ローレンツ力

6.3 ローレンツ力

ローレンツ力の更新式を以下に記す。

ax = c · vy (71)

vx = vx+ ax (72)

ay = −c · vx (73)

vy = vy+ ay (74)

x = x+ vx (75)

y = y+ vy (76)

ここで注意すべき点は (72)(73) の計算順序である。更新後の vx を用いて vy を更新し

ている。これにより、蛙跳び法を実現している。(72) と (73) の順序を入れ替えると、オ

イラー法を用いることになり、「円運動をシミュレートすると軌道半径が徐々に増大する」

という問題が起こる。

円運動を表現するには、係数 c をどのような値にすればよいかを考える。遠心力に対応
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する加速度 a は、公式より

a = rω2 (77)

である。ω =
v

r
を代入して、

a = r
(v
r

)2
=

v2

r
(78)

である。これとローレンツ力を表す (29) (p.8) の

a = c v (79)

が等しい。(78)(79) より、以下のように c の値が求まる。

c v =
v2

r

c =
v

r
(80)

例えば、v = 2, r = 100 のとき、c =
2

100
= 0.02 である。コードの例を図 20に示す。

図 20 ローレンツ力のコード

6.4 万有引力

地球の周囲を回る人工衛星の運動をシミュレートすることを考える。図 21のように、地

球の位置を (0,0), 人工衛星の位置を (x, y) とする。
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�

ax

ay a
y1

O

x1

(x, y)

r

図 21 人工衛星

(42)～(46) と (59)～(58) を利用して、位置 (x,y), 速度 (vx, vy) の更新式は以下のよ

うになる。

x1 = -x

y1 = -y

r =
√
x1 ∗ x1+ y1 ∗ y1

θ = atan

(
y1

x1

)
ただし x1 < 0なら θ = θ + 180

a = c / (r ∗ r) (81)

ax = a cos θ

ay = a sin θ

vx = vx+ ax

vy = vy+ ay

x = x+ vx

y = y+ vy

ここで (81) の c は重力を表す係数である。

図 22のように、人工衛星の初速を v とし、軌道半径を r とする。このとき、円軌道を

まわるには (81) の係数 c の値をいくらに設定すれば良いかを考える。

遠心力の方向の加速度 a は、公式より

a = rω2 (82)
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v

r

図 22 人工衛星の軌道

である。ω =
v

r
を代入して、

a = r
(v
r

)2
=

v2

r
(83)

である。この値と重力に対応する加速度

a =
c

r2
(84)

が等しいとき、遠心力と向心力がつりあい、円軌道となる。(83)(84) より、

c

r2
=

v2

r

c = r v2 (85)

が得られる。たとえば、v = 2, r = 100 のとき c = 100 × 22 = 400 となる。

コードを図 23に示す。

6.5 振り子

振り子を図 24にもう一度示す。角度 θ と速度 v の更新式を以下に示す。

θ = θ − v

l
∗ 180

π
(86)

v = v+ c ∗ sin θ (87)

ここで l は振り子の長さ (px), v はループ 1 回に進む振り子の距離 (px) である。c は重

力加速度に対応する係数で、Scratch の世界でループ 1 回まわるときの速度の増加量 (px)

である。
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図 23 人工衛星のコード

l

g

g sin �

v

�

�

図 24 振り子
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(87) の c の値をどの程度の値にすれば良いかを考察する。振り子が真横にあるとき、

sin 90 = 1 なので、加速度は最大値になる。6 節の冒頭で、加速度の絶対値は 1 以下にす

ることを推奨した。sin θ の最大値は 1 なので、c は 1 以下であることが望ましい。

振り子の長さが l = 100 のとき、(86) の右辺第 2項は

− v

100
· 180

π
� −0.573 v (88)

となる。

図 25 振り子の中心位置

振り子は図 25に示すように、竿の根元を中心位置に設定する。「90 度に向ける」ときに

振り子は真下の位置にある。

�

�

図 26 角度の換算

振り子の角度が θ のとき「α 度に向ける」と指定するときの α を何度にすればよいかを

考える。図 26に示すように、θ と α の増加方向は逆なので、− 符号がつく。そして θ = 0

のとき α = 90 なので、換算式は次式となる。

α = −θ + 90 (89)
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コードは図 27のようになる。

図 27 振り子のコード

図 27のコードでは、振り子の角度は、真横 (theta = 90), 初速 v = 0 でスタートして

いる。theta の更新式である「0.573 ずつ変える」は振り子の長さが 100 のときの数値で

ある。v の更新式である「0.5 * sin(theta) ずつ変える」は重力加速度が 0.5 であるこ

とを仮定している。

この場合、theta は -90 ～ 90 の範囲を往復する。体操競技の鉄棒の大車輪のように、

振り子が一定方向に回り続けるためには初速 v をいくらにすればよいか考える。

振り子が一番上まで行くには、位置エネルギーが高さ 100 px 分必要である。位置エネ

ルギーは mgh, 運動エネルギーは
1

2
mv2 であり、この両者が等しいと置けばよい。v を求

める。

1

2
mv2 = mgh

v2 = 2gh

v =
√

2gh (90)

g = 0.5, h = 100 を代入すると、v = 10 が得られる。実際に scratch のプログラムを動

かしてみると、v = 10 ではほとんど上まで行くが、同じ方向に回転し続けることはできな

かった。v > 10.3 (0.1 きざみで調べた) に設定すると、同じ方向に回転し続ける現象をシ

ミュレートすることができた。数値計算の精度を高めると（次数を上げる、陰的な公式を

用いる、時間の刻み幅を細かくする）、より 10 に近い値で、同じ方向に回転し続ける現象

がシミュレートできると思われる。
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7 オリジナルスプライトの作成

振り子のスプライトの作成と配置

振り子以外のスプライトは既存のものを利用すればよいが、振り子の画像はプログラム

によって作成した方がよい。Scratch のお絵かき環境では「半径 30 px」「10 px × 120 px

の長方形」のように指定されたピクセル数の図形を描くのは難しい。

length

length + 15

図 28 振り子画像

図 28のような振り子の画像を作成するための python によるコードを示す。背景は透明

である。このコードを実行するには、Pillowという画像用ライブラリをインストールする

必要がある。

#!/usr/bin/python
# -*- coding: utf-8 -*-

from PIL import Image, ImageDraw, ImageFont

#---------- ボール付きの糸（背景透明）-------------

length = 120
radius = 15
size = (radius * 2, length + radius)
fg1 = ( 0, 0, 0) # 棒 黒
fg2 = (255, 0, 0) # 玉　赤
bg = (255, 255, 255) # 何でも良い　白

im1 = Image.new("RGB", size, bg)
dc1 = ImageDraw.Draw(im1)
im2 = Image.new("L", size, 0) # fill=255 で描いた場所が不透明になる
dc2 = ImageDraw.Draw(im2)
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x1 = radius - 2 # 棒の左上と右下
x2 = radius + 2
y1 = 0
y2 = length - 1
x3 = 0 # 玉の左上と右下
x4 = radius * 2 - 1
y3 = length - radius
y4 = length + radius - 1

dc1.rectangle((x1, y1, x2, y2), fill = fg1) # 棒を描く
dc1.ellipse ((x3, y3, x4, y4), fill = fg2) # 玉を描く

dc2.rectangle((x1, y1, x2, y2), fill = 255) # 棒を描く
dc2.ellipse ((x3, y3, x4, y4), fill = 255) # 玉を描く

im3 = im1.copy()
im3.putalpha(im2)

im3.save(’furiko.png’)

このようにして作成した画像を、スプライトとしてアップロードし、スプライトの中心

位置を、振り子の柄の根元に設定する。「●度に向ける」を設定すると、中心位置は固定さ

れたままで画像が回転するため、振り子の揺れが表現できる。

手順を以下にまとめる。

• python のプログラムを用いて、背景が透明な振り子画像を作成する

• スプライトの画像としてアップロードする
• ベクターに変換して移動可能にする
• 中心位置を振り子の竿の根元に合わせる
• スプライトの位置を x = 0, y = 0 に合わせる。

8 単位時間・単位長さとは

物理学の教科書には「単位時間」「単位長さ」という言葉が現れる。通常は「単位時間 =

1 秒」「単位長さ = 1 m」なので、それぞれ「1 秒」「1 m」と書いた方が分かりやすい。「な

ぜ『単位時間』のような回りくどい書き方をするのだろう？」と内心疑問に思ってきた人

も多いと思う。

Scratch の世界では、単位長さは 1 px, 単位時間は Scratch のループ 1 回である。この

ようにとると、方程式はどう変わるのだろうか？　速度の定義は「単位時間あたりの移動

距離」、加速度の定義は「単位時間あたりの速度の変化量」なので、p.2 3節の (1)～(4) の

式は不変である。
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単位時間、単位長さは好きなようにとって良い。式中に定数があるときは、自分が定めた

単位長さ、単位時間の世界に換算する必要がある。たとえば重力加速度は 9.8m/s2 とメー

トルと秒を基準にして定められているので、Scratch の世界に換算する。

p.2の (5)～(8) の式は、単位時間（ループ 1回）が最小時間単位なので、Δt = 1 となる。

筆者はかつて光回路の中を光が伝搬する現象の数値シミュレーションを行っていた。光

回路の世界では、寸法は μm である。光通信に使う赤外線の波長は 1.55μm であり、光導

波路のサイズは 8μm × 8μm 程度である。

全ての数値に 10−6 が付くのは、煩わしい。そこで次のように考えていた。波長が 106

倍、寸法が 106 した現象を考えても、物理現象としては相似である。そこで、全て 106 し

た世界で計算を行っていた。

これを 1μm を単位長さとして計算していた、とみなすとどうなるのだろうか？　長さ

を時間微分する項は、長さの単位を 106 倍、時間の単位を 106 倍しても値は不変である。

長さを空間微分する項は、長さを 106 倍しても不変である。長さと時間を 106 倍した世界

で行っていたと考えることができる。

9 微分方程式の安定性に対する考察3

本書では微分方程式を数値計算で解く方法として、蛙跳び法を使用している。蛙跳び法

は更新式が非常に単純であるにもかかわらず、精度がよい。本節では、いくつかの微分方

程式の離散化について、安定性を考察する。

以下の連立微分方程式について考える。

dx

dt
= y (91)

dy

dt
= −x (92)

初期条件は t = 0 にて x = 0, y = 1

解析解は x = sin(t), y = cos(t)

時刻 t における値を (xi, yi), 時刻 t+Δt における 値を (xi+1, yi+1) とする。(x, y) を以

下のように更新する。

xi+1 = xi +
dx

dt
Δt (93)

3本項の内容の核となる部分は室蘭工業大学の辻寧英先生に教えてもらいました。本書で用いる更新式が蛙
跳び法であることも辻先生から教えてもらいました。辻先生については謝辞で紹介します。
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yi+1 = yi +
dy

dt
Δt (94)

(93)(94) の中の、
dx

dt
,
dy

dt
は (91)(92) を利用する。このときの

dx

dt
,
dy

dt
の値としてどの

場所をとるかによって、いくつかの定式化が考えられる。

(1) t の場所の傾きを採用する（陽的オイラー法）

dx

dt
= yi (95)

dy

dt
= −xi (96)

更新式は以下のようになる。

xi+1 = xi + yi Δt (97)

yi+1 = yi − xi Δt (98)

行列形式で書くと以下のようになる。⎡
⎢⎣ xi+1

yi+1

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣ 1 Δt

−Δt 1

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ xi

yi

⎤
⎥⎦ (99)

(2) t+Δt の場所の傾きを採用する（陰的オイラー法）

dx

dt
= yi+1

dy

dt
= −xi+1

更新式は以下のようになる。

xi+1 = xi + yi+1 Δt

yi+1 = yi − xi+1 Δt

移項して左辺に未知数を集めると次式が得られる。

xi+1 − Δt yi+1 = xi

Δt xi+1 + yi+1 = yi



薮哲郎 29

行列形式で書き、逆行列を用いて xi+1, yi+1 を求めると⎡
⎢⎣ 1 −Δt

Δt 1

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ xi+1

yi+1

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣ xi

yi

⎤
⎥⎦

⎡
⎢⎣ xi+1

yi+1

⎤
⎥⎦ =

1

1 + (Δt)2

⎡
⎢⎣ 1 Δt

−Δt 1

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ xi

yi

⎤
⎥⎦ (100)

が得られる。

(3) t と t+Δt の場所の傾きの平均をとる（クランク・ニコルソン法）

dx

dt
=

yi + yi+1

2

dy

dt
= −xi + xi+1

2

更新式は以下のようになる。

xi+1 = xi +
yi + yi+1

2
Δt

yi+1 = yi − xi + xi+1

2
Δt

移項して左辺に未知数を集めると

xi+1 − Δt

2
yi+1 = xi +

Δt

2
yi

Δt

2
xi+1 + yi+1 = −Δt

2
xi + yi

行列形式で書き、逆行列を用いて xi+1, yi+1 を求めると⎡
⎢⎣ 1 −Δt

2

Δt
2 1

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ xi+1

yi+1

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣ 1 Δt

2

−Δt
2 1

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ xi

yi

⎤
⎥⎦

⎡
⎢⎣ xi+1

yi+1

⎤
⎥⎦ =

1

1 +
(
Δt
2

)2
⎡
⎢⎣ 1 Δt

2

−Δt
2 1

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ 1 Δt

2

−Δt
2 1

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ xi

yi

⎤
⎥⎦

=
1

1 +
(
Δt
2

)2
⎡
⎢⎣ 1− (

Δt
2

)2
Δt

−Δt 1− (
Δt
2

)2
⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ xi

yi

⎤
⎥⎦ (101)
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が得られる。クランク・ニコルソン法は精度がよく、無条件に安定（Δt をいかなる値に

とっても安定）なので、微分方程式の数値計算法として、定番的な方法である。

(4) x と y の時間位置を
Δt

2
ずらすことで、中間位置の傾きを用いる（蛙跳び法）。以下の

ように添え字を定義する。

xi = x(t)

xi+1 = x(t+Δt)

yi+ 1
2

= y(t+ 1
2Δt)

xi+ 3
2

= x(t+ 3
2Δt)

更新式は以下のようになる。

xi+1 = xi + yi+ 1
2
Δt (102)

yi+ 3
2

= yi+ 1
2
− xi+1 Δt (103)

移項して左辺に未知数を集めると次式が得られる。

xi+1 = xi +Δtyi+ 1
2

xi+1Δt+ yi+ 3
2

= yi+ 1
2

行列形式で書き、逆行列を用いて xi+1, yi+ 3
2
を求めると⎡

⎢⎣ 1 0

Δt 1

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ xi+1

yi+ 3
2

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣ 1 Δt

0 1

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ xi

yi+ 1
2

⎤
⎥⎦

⎡
⎢⎣ xi+1

yi+ 3
2

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣ 1 Δt

−Δt 1

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ 1 Δt

0 1

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ xi

yi+ 1
2

⎤
⎥⎦

=

⎡
⎢⎣ 1 Δt

−Δt 1− (Δt)2

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ xi

yi+ 1
2

⎤
⎥⎦ (104)

が得られる。

以上の 4 つの定式化について、Δt = 0.05 に設定して4数値シミュレーションを行うと、

図 29の結果が得られた。同図は数値シミュレーションで得られた結果のうち、x (解析解

は sin t) について描いたものである。

この図から、以下のことがわかる。
41周期に 125個の点。角度に換算すると 360 ÷ 125 � 2.9◦
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図 29 定式化の比較

(1) 陽的オイラー法は振幅が徐々に増大する。

(2) 陰的オイラー法は振幅が徐々に減少する。

(3) クランク・ニコルソン法の振幅は安定である。

(4) 蛙跳び法の振幅は安定である。

次に、クランク・ニコルソン法と蛙跳び法について、x を横軸、y を縦軸にとってリサー

ジュ図形を描く。

Δt を大きくしてゆくと、クランク・ニコルソン法は Δt をいかなる値にとっても、半径

1 の円周上の値をとるので、無条件安定である。

蛙跳び法は Δt が大きくなると楕円形になる。そして Δt > 2 で振幅が増大する。蛙跳

び法は条件安定である。

Δt = 0.8 のとき5のリサージュ図形を図 30に示す。赤色がクランク・ニコルソン法、緑

色が蛙跳び法による計算結果である。

4 つの方法の中では、クランク・ニコルソン法が最も優れているが、数式がかなり複雑

なので、scratch で記述するのは非常に煩雑であり、実用的とは言い難い。本書で使用した

蛙跳び法が実用的であり優れていると思われる。

安定性について 2 つの面から考察する。

5Δt = 0.8 は非常に粗い値である。通常振動現象をシミュレートするとき、一つの波長の中に、サンプル
点を 20 点は取ると思われる（角度に換算すると 360 ÷ 20 = 18◦, 2π ÷ 20 = 0.31）。
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図 30 リサージュ図形

行列の固有値から考える

安定性は更新式を表す行列の固有値によって決まる。固有値の絶対値が全て 1 であれば、

Δt をいかなる値にとっても安定である。1 を超えるものがあると、不安定である。

陽的オイラー法の行列 (99) (p.28) の固有値は、

1±Δt i (105)

である。その絶対値は ∣∣1 +Δt i
∣∣ = √

1 + Δt2 (106)

であるから、振幅は徐々に大きくなる。

陰的オイラー法の行列 (100) (p.29) の固有値は

1±Δt i

1 + Δt2
(107)

である。その絶対値は ∣∣∣∣1 + Δt i

1 + Δt2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
√
1 + Δt2

1 + Δt2

∣∣∣∣∣ = 1√
1 + Δt2

(108)

であるから、振幅は徐々に小さくなる。
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クランクニコルソン法の行列 (101) (p.29) の固有値は

4−Δt2 ± 4Δt i

4 +Δt2
(109)

である。絶対値は ∣∣∣∣4−Δt2 + 4Δt i

4 + Δt2

∣∣∣∣ =

√
(4−Δt2)2 + (4Δt)2

(4 + Δt2)2

=

√
16− 8Δt2 +Δt4 + 16Δt2

(4 + Δt2)2

=

√
(4 + Δt2)2

(4 + Δt2)2

= 1 (110)

であるから、無条件安定である。

蛙跳び法の行列 (104) (p.30) の固有値方程式は以下のようになる。∣∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −Δt

Δt λ− 1−Δt2

∣∣∣∣∣∣∣ = (λ− 1)2 + (λ− 1)Δt2 +Δt2

= λ2 − (2−Δt2)λ+ 1 = 0 (111)

解は以下のように得られる。

λ =
(2−Δt2)±√

(2−Δt2)2 − 4

2

=
(2−Δt2)±Δt

√
Δt2 − 4

2
(112)

2 次方程式 ax2 + bx+ c = 0 の解を α, β とするとき、α+ β = − b

2a
, αβ =

c

a
なので、

2 つの解を λ1, λ2 とすると、以下の関係がある。

λ1 + λ2 = 2−Δt2 (113)

λ1λ2 = 1 (114)

根号の中が正のとき、λ1, λ2 は異なる値の実数解となる。(114) より |λ1| < 1 のとき、

|λ2| > 1 となり、1 より大きい固有値があるので、振幅は増大してゆく。根号の中が 0 と

なるのは Δt2 − 4 = 0 のときだから、そのとき Δt = 2 である。重解は

λ1 = λ2 =
2− 22

2
= −1 (115)
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である。絶対値が 1 なので振幅は一定に保たれ、安定である。根号の中が負のとき、解は

λ2 = λ∗
1 (116)

という形をしており、互いに複素共役である。(114) と (116) より

λ1λ2 = λ1λ
∗
1 = |λ1|2 = 1 (117)

なので、

|λ1| = 1 (118)

である。(116) より

|λ2| = 1 (119)

である6。根号の中が負となる条件は

Δt2 − 4 < 0

Δt2 < 4

Δt < 2 (120)

である。結論として蛙跳び法は Δt ≤ 2のとき安定であり、それ以外のとき振幅が増大する。

sin t の周期は 2π � 6.3 であり、通常は振動現象を解析するとき、時間の刻み幅は周期

の 1/20 以下に設定するから、Δt < 0.32 に設定する。Δt ≤ 2 は非常にゆるい条件である。

筆者がかつて光導波路の数値解析の研究者であったときの経験では、定式化の中に少し

でも陽的な部分が含まれていると、振動現象の振幅は安定しなかった。(102)(103) (p.30)

の更新式は陽的な部分が含まれているにもかかわらず、安定である。これは不思議な感じ

がする。

2階の微分方程式に変形して考える

以下の記述は、辻先生から頂いたメモをほとんど引用している。

(91) (p.27) を t で微分し、右辺の
dy

dt
を (92) で置換すると以下の方程式が得られる。

d2x

dt2
= −x (121)

6念のため、(112) の根号の中が負のとき、絶対値が 1 となることを確認しておく。このときの固有値は
2−Δt2

2
± Δt

√
4−Δt2

2
i である。| 2−Δt2

2
+

Δt
√

4−Δt2

2
i| = 1

4

(
4− 4Δt2 +Δt4 + 4Δt2 −Δt4

)
= 1 である。
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この 2 階の微分方程式について考える。

● 陽的オイラー法

更新式は (97)(98) (p.28) であった。(97) の 1 ステップ前の更新式は

xi = xi−1 + yi−1 Δt (122)

yi = yi−1 − xi−1 Δt (123)

である。(97)−(122) を計算し、yi − yi−1 を (123) で置換すると、

xi+1 − 2xi + xi−1 = (yi − yi−1)Δt = −xi−1Δt (124)

であるので、
xi+1 − 2xi + xi−1

Δt2
= −xi−1 (125)

となる。陰的オイラー法、クランク・ニコルソン法、蛙跳び法についても同様の操作を行っ

た結果を以下に示す。

● 陰的オイラー法
xi+1 − 2xi + xi−1

Δt2
= −xi+1 (126)

● クランク・ニコルソン法

xi+1 − 2xi + xi−1

Δt2
= −1

4
(xi−1 + 2xi + xi−1) (127)

● 蛙跳び法
xi+1 − 2xi + xi−1

Δt2
= −xi (128)

「陽的オイラー法」「陰的オイラー法」の右辺は値をとる場所が中心からずれている。「ク

ランク・ニコルソン法」と「蛙跳び法」の右辺は値をとる場所が中心にある。値をとる場

所が中心からずれていると、不安定となるようである。

微分方程式の数値解法として、Newmark−β 法という方法がある。「クランク・ニコルソ

ン法」と「蛙跳び法」の安定性は、Newmark−β 法の安定性の理論からも導出できる。
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以下の微分方程式について考える。

d2x

dt2
+ ω2x = 0 (129)

Newmark−β 法では、時間ステップ i の周りにおけるテーラー展開に基づいて、次式で

1 ステップの計算を行う。

ẋi+1 = ẋi +Δt {(1− γ)ẍi + ẍi+1} (130)

xi+1 = xi +Δtẋi +Δt2
{(

1

2
− β

)
ẍi + βẍi+1

}
(131)

(129) より ẍi = −ω2xi を (130)(131) に代入すると、

ẋi+1 = ẋi − ω2Δt {(1− γ)xi + xi+1} (132)

xi+1 = xi +Δtẋi − ω2Δt2
{(

1

2
− β

)
xi + βxi+1

}
(133)

が得られる。(133) の 1 ステップ前の式は以下のようになる。

xi = xi−1 +Δtẋi−1 − ω2Δt2
{(

1

2
− β

)
xi−1 + βxi

}
(134)

(133) から (134) を引き算すると、次式となる。

xi+1 − 2xi + xi−1 = Δt(ẋi − ẋi−1)− ω2Δt2
((

−1

2
+ β

)
xi−1 +

(
1

2
− 2β

)
xi + βxi+1

)
(135)

(132) の 1 ステップ前の式は

ẋi − ẋi−1 = −ω2Δt {(1− γ)xi−1 + xi} (136)

である。γ =
1

2
とおいて、(135) に代入すると、次式が得られる。

xi+1 − 2xi + xi−1

Δt2
= −

(
βxi+1 + (1− 2β)xi + βxi−1

)
(137)

(137) と (127)(128) (p.35) を見比べると、クランク・ニコルソン法は Newmark−β 法

において、β = 1/4 としたときに対応し、蛙跳び法は β = 0 としたときに対応する。

Newmark−β 法の安定性は (132)(133) を

⎡
⎢⎣ A

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ ẋi+1

xi+1

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣ B

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ ẋi

xi

⎤
⎥⎦ (138)
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という形で表し、両辺に A−1 をかけて、A−1B の固有値を求めることにより解析できる。

数式がかなりややこしいので、結論を記すと、固有値方程式は

λ2 +

(
−1 +

ω2Δt2

1 + βω2Δt2

)
λ+ 1 = 0 (139)

となる。2次方程式の 2つの解を λ1, λ2 とするとき、2次方程式の解の性質より、λ1λ2 = 1

である。(114) (p.33) における議論と同じ理論により、複素共役な解を持つときに安定で

ある。判別式を用いて、以下の条件が満たされるときに安定である。

D =

(
−2 +

ω2Δt2

1 + βω2Δt2

)2

− 4 ≤ 0 (140)

変形すると次式が得られる。

(1− 4β)Δt2 ≤ 4 (141)

β = 1/4 であれば、(1− 4β) = 0 なので、Δt がいかなる値でも安定である。従って、ク

ランク・ニコルソン法は無条件安定である。

β = 0 のとき、

Δt ≤ 2 (142)

のとき安定である。従って、蛙跳び法は (142) が満たされるとき、安定である。

まとめ

ここでの議論はバネ振り子とローレンツ力の定式化に適用できる。

振り子の方程式は sin θ � θ と近似すれば、ここでの議論を適用することができる。値

の更新式は ⎡
⎢⎣ θi+1

vi+ 3
2

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣ 1

Δt

l

0 1− g

l
Δt2

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ θi

vi+ 1
2

⎤
⎥⎦ (143)

となる。固有値は
2l − gΔt2 ±Δt

√
g
√

gΔt2 − 4l

2l
(144)

である。根号の中が負のとき、その絶対値は 1 である。

万有引力の式が安定に計算できるのは、本節での議論と同様の現象が起こっているから

であると思われる。しかし、更新式は線形ではないので、行列の形で書くことができない。

その証明は容易ではないように思われる。
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付録：行列の固有値と安定性

前節で微分方程式の安定性について考察するとき、行列の固有値の絶対値によって、判

定できることを述べた。その根拠となる理論を説明する。

行列の理論に固有値と固有ベクトルがある。行列 A（ここでは 2× 2 とする）に対して、

以下の式を満たす λ を固有値、(x y)T（T は転置を表す）を固有ベクトルと呼ぶ。⎡
⎢⎣ A

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ x

y

⎤
⎥⎦ = λ

⎡
⎢⎣ x

y

⎤
⎥⎦ (145)

2× 2 の行列は 2 個の固有値を持つ。2 個の固有値を λ1, λ2、固有ベクトルを x1, x2 で

表すと、以下の 2 式が成立する。⎡
⎢⎣ A

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ x1

⎤
⎥⎦ = λ1

⎡
⎢⎣ x1

⎤
⎥⎦ (146)

⎡
⎢⎣ A

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ x2

⎤
⎥⎦ = λ2

⎡
⎢⎣ x2

⎤
⎥⎦ (147)

上の 2 式をまとめて、⎡
⎢⎣ A

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ x1 x2

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣ λ1x1 λ2x2

⎤
⎥⎦ (148)

と書ける。

P =

⎡
⎢⎣ x1 x2

⎤
⎥⎦ (149)

とおき、(148) の両辺に、左から P の逆行列である P−1 を掛けると、⎡
⎢⎢⎣ P−1

⎤
⎥⎥⎦
⎡
⎢⎣ A

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ P

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣ P−1

⎤
⎥⎥⎦
⎡
⎢⎣ λ1x1 λ2x2

⎤
⎥⎦

=

⎡
⎢⎣ λ1 0

0 λ2

⎤
⎥⎦ (150)

が得られる。
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前節の数値計算における x, y の更新式を振り返ってみると、以下の形式をしていた。

⎡
⎢⎣ xi+1

yi+1

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣ A

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ xi

yi

⎤
⎥⎦ (151)

x′, y′ という新しい変数を導入し、x, y が次式で表されると仮定する。

⎡
⎢⎣ x

y

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣ P

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ x′

y′

⎤
⎥⎦ (152)

これを (151) に代入すると、

⎡
⎢⎣ P

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ x′i+1

y′i+1

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣ A

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ P

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ x′

y′

⎤
⎥⎦ (153)

となる。両辺の左から P−1 をかけると、⎡
⎢⎢⎣ P−1

⎤
⎥⎥⎦
⎡
⎢⎣ P

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ x′i+1

y′i+1

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣ P−1

⎤
⎥⎥⎦
⎡
⎢⎣ A

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ P

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ x′i

y′i

⎤
⎥⎦

⎡
⎢⎣ x′i+1

y′i+1

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣ λ1 0

0 λ2

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ x′i

y′i

⎤
⎥⎦ (154)

が得られる。x, y はお互いに絡み合っていたが、行列を対角化することにより、x′, y′ は

互いに独立な数列である。そして、x, y は (152) によって x′, y′ から得られる。

x′, y′ を x, y から得たいときは次式を利用する。

⎡
⎢⎣ x′

y′

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣ P−1

⎤
⎥⎥⎦
⎡
⎢⎣ x

y

⎤
⎥⎦ (155)

(154) より、行列 A の固有値より、振幅が安定であるか否かがわかる。固有値の絶対値

が 1 であれば、その変数の振幅は安定である。固有値の絶対値が 1 を上回っていれば振幅

は増加し、固有値の絶対値が 1 を下回っていれば振幅は減少する。
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